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Abstract. LetX and S be complex spaces withX countable at infinity and S
locally finite reduced pure dimensional. Let π : X → S be an open morphism with con-
stant pure n-dimensional fibers (we call such morphism universally-n-equidimensional). If
there is a cycleX ofX×S such that, his support coincide fiberwise set-theorically with the
fibers of π and endowed this with a good multiplicities in such a way that (π−1(s))s∈S
becomes a local analytic (resp. continuous) family of cycles in the sense of [B.M], we say
that π is analytically geometrically flat (resp. continuously geometrically flat) according
to the weight X. The purpose of this article is to give a sheaf-theoritic characterization
of analytically geometrically flat maps. One of many results obtained in this work say
that an universally-n-equidimensional morphism is analytically geometrically flat if and
only if admit a weighted relative fundamental class morphism satisfies many nice functo-
rial properties which giving, for a finite Tor-dimensional morphism or in the embedding
case, the relative fundamental class of Angeniol-Elzein [E.A] or Barlet [B4]. From this, we
deduce that universally-n-equidimensional morphism are analytically geometrically flat if
and only if there exist a Kunz-Waldi sheaf of regular meromorphic relative forms which
is compatible with arbitrary base change between reduced complex spaces. We have the
algebraic statement :
Let X and S be reduced (or more generally with no embedded points) locally noetherian
schemes of finite Krull dimension with S excellent on field k of characteristic 0 . Let
π : X → S be a finite type, universally open with n- pure dimensional fibers ( generically
smooth) morphism. Then the Kunz- Waldi relative sheaf of meromorphic regular forms,
ω˜nX/S , is compatible with any base change between k-schemes like S if and only if π
define an algebraic family of n-cycles parametrized by S.
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§0. INTRODUCTION.
0.0. Soient n un entier et S un espace analytique complexe re´duit de dimension
pure. Notons E(S, n) (resp. Ga(S, n)) l’ensemble des morphismes π : X → S ouverts
et a` fibres de dimension pure n avec X de´nombrable a` l’infini (resp. les morphismes
analytiquement ge´ome´triquement plats c’est-a`-dire les e´le´ments de E(S, n) munis
d’ un cycle poids de S × X induisant des multiplicite´s convenables sur les fibres
pour en faire une famille analytique (locale) de cycles au sens de [B1],[B.M])(0).
Ga(S, n) forme une classe de morphismes particulie`rement inte´ressante puisqu’elle
contient les morphismes plats et plus ge´ne´ralement ceux de Tor-dimension finie,
elle est stable par changement de base entre espaces complexes re´duits et de nature
locale sur X et S. De plus dans toute factorisation locale de π (par rapport a` l’une
quelconque de ses fibres) en un morphisme fini et surjectif suivi d’une projection
lisse sur la base, le morphisme fini est toujours analytiquement ge´ome´triquement
plat. Remarquons au passage que cette proprie´te´ est ve´rifie´e par les morphismes
de Tor-dimension finie, mais pas par les plats car sinon les fibres seraient toujours
de Cohen-Macaulay ! Signalons que cette classe n’est toutefois pas stable pour la
composition des morphismes et rend, de ce fait, difficile l’e´laboration d’une the´orie
de l’intersection avec parame`tre ge´ne´ral.
L’objectif premier de cet article est de donner une caracte´risation simple des e´le´ments
de Ga(S, n) qui va s’exprimer aussi bien en terme de morphisme d’inte´gration
(ope´ration de nature globale) ou en terme de morphismes trace (ope´ration de nature
purement locale). Tout ceci passe par la mise en e´vidence de deux faisceaux parti-
culie`rement importants, l’un pouvant apparaitre comme l’avatar local de l’autre.
Pour cela, on montre, dans un premier temps (cf the´ore`me 1), qu’a` tout e´le´ment
π de E(S, n) est canoniquement associe´ un faisceau OX -cohe´rent, ωnπ , de pro-
fondeur au moins deux fibre par fibre sur S, munissant π d’une fle`che myste´rieuse
IRnπ!ω
n
π → OS de formation compatible aux restrictions ouvertes sur X et S, stable
par changement de base plat et coincidant, pour π propre, graˆce a` la dualite´ ana-
lytique relative de Ramis-Ruget-Verdier ([R.R.V]) et a` l’isomorphisme de Verdier
([Ve]), avec H−n(π!(OS)) qui est le n-e`me faisceau d’homologie du complexe a`
cohomologie cohe´rente π!(OS).
On prouve, alors (cf the´ore`me 2), qu’un e´le´ment π de E(S, n) muni d’un certain
(0) Les e´le´ments de E(S, n) seront appele´s par la suite universellement n-e´quidimensionnels.
Nous insistons sur le terme analytiquement car, dans ce qui suit, se de´gagera naturellement
la notion de continuˆment ge´ome´triquement plat dont la classe sera note´e Gc(S, n).
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cycle poids X est dans Ga(S, n) si et seulement si l’une des conditions e´quivalentes
suivantes est re´alise´e :





X/S → OS , continu
relativement aux structures Q.F.S et F.S dont on peut munir ces groupes de co-
homologies, compatible a` l’additivite´ des ponde´rations X, stable par changement
de base entre espaces complexes re´duits et donnant, en particulier, l’inte´gration
usuelle dans le cas absolu.





ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
(i) il est de formation compatible a` l’additivite´ des ponde´rations, aux change-
ment de base re´duit et satisfait la proprie´te´ de la trace relative,






(iii) • si X est la ponde´ration standard, Cπ,X donne la classe fondamentale
relative
de [B4],
• si X est la ponde´ration alge´brique (i.e si π est plat ou plus ge´ne´ralement de
Tor-dimension finie), Cπ,X est le morphisme classe fondamentale relative de
[A.E]
e´tendu a` ce cadre.
Une conse´quence importante de ces re´sultats donne´e par le the´ore`me 3 peut s’e´noncer
sous la forme suivante:
un morphisme π ouvert et a` fibres de dimension pure n est analytiquement ge´ome´triquement
plat si et seulement si le faisceau ωnπ (de´fini dans le the´ore`me 1) est stable par
changement de base arbitraire entre espaces complexes re´duits et caracte´rise´ par la
proprie´te´ de la trace relative.
Ainsi, si X est analytiquement ge´ome´triquement plat sur S, ωnπ est non seulement
stable par changement de base mais incarne parfaitement le faisceau des formes
me´romorphes re´gulie`res ω˜nX/S.
Pour une discussion de´taille´e de ce qui va suivre, nous renvoyons le lecteur au
§.3. Rappelons simplement que, dans le cadre alge´brique Kunz et Waldi ([K.W])
ont construit, pour tout morphisme de sche´mas noethe´riens sans composantes
immerge´es(par exemple re´duits) π : X → S de type fini, n-e´quidimensionnel
et ge´ne´riquement lisse et tout entier k ≤ n, des faisceaux OX -cohe´rents ω˜kX/S
entie`rement caracte´rise´s par la proprie´te´ de la trace relative et appele´s faisceaux des
k-formes me´romorphes re´gulie`res relatives. De plus, pour π plat en caracte´ristique
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nulle, on dispose d’un morphisme canonique Cπ : ΩnX/S → ω˜
n
X/S qui est le mor-
phisme classe fondamentale de Elzein ([E]). Cela montre, que, dans cette situation
particulie`re, le faisceau ωnX/S := H
−n(π!(OS)) est exactement le faisceau de Kunz-
Waldi des n-formes me´romorphes re´gulie`res. De`s lors deux questions naturelles se
posent a` savoir:
(a) quelle est la plus large classe de morphismes satisfaisant les hypothe`ses de
Kunz-Waldi et dans laquelle le faisceau ωnX/S s’identifie canoniquement a` ω˜
n
X/S?
(b) dans cette classe quels sont les morphismes pour lesquels les faisceaux ωnX/S
sont stables par changement de base arbitraire?
La classe de´crite par (a) n’est pas vide puisqu’elle contient, par exemple, les mor-
phismes lisses ou plats, les morphismes sur une base S qui est un sche´ma re´gulier
(cf [Y]) ou, un peu plus ge´ne´ralement, un sche´ma excellent sans composantes im-
merge´es et ve´rifiant la condition de prolongement S2 de Serre (cf [L.S]).
En ce qui concerne le changement de base, on peut dire que si X est plat sur S,
ωnX/S est stable par tout changement de base. Dans le cas ge´ne´ral, il ne l’est jamais
a` moins d’avoir un changement de base plat ou d’imposer des hypothe`ses fortes
sur π ou sur la base S (on peut renvoyer le lecteur a` [S] qui traite du cas d’un
morphisme de Cohen-Macaulay).
Sachant que les espaces analytiques complexes sont excellents, notre construction
nous sugge`re (toute pre´cautions garde´es) l’e´nonce´ alge´brique suivant:
Soient X et S des sche´mas localement noethe´riens de dimension de Krull finie et
sans composantes immerge´es sur un corps de caracte´ristique nulle avec S excellent
et π : X → S un morphisme de type fini, ge´ne´riquement lisse et n-e´quidimensionnel.
Alors ω˜nX/S est stable par changement de base arbitraire si et seulement si π de´finit
une famille alge´brique de n-cycles parame´tre´e par S.





cidant, si π est plat, avec le morphisme classe fondamentale de Elzein ([E]).
Dans le cadre de la ge´ome´trie analytique complexe locale, la construction des formes
me´romorphes re´gulie`res relatives, pour X re´duit de dimension pure et plat sur S,
est implicitement contenue dans [K.W]. Par des me´thodes comple`tement diffe´rentes
et avec des hypothe`ses plus ge´ne´rales, Kersken propose, dans un travail conse´quent
([Ke], (Ke1]), une construction d’un complexe de formes re´gulie`res donnant le com-
plexe des formes me´romorphes re´gulie`res relatives de Kunz-Waldi dans le cas re´duit
et de dimension pure. Plus pre´cisemment, il montre que, pour tout morphisme plat
φ : P → A d’alge`bres analytiques locales (avec A non ne´cessairement re´duite ni de
dimension pure!), muni de l’alge`bre diffe´rentielle (Ω•A/P , d) des formes diffe´rentielles
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relatives dote´es de la diffe´rentielles relative usuelle, il existe un complexe diffe´rentiel
de (Ω•A/P , d)-modules DΩ(A/P) s’exprimant au moyen d’un complexe de cousin re-
latif et dont la cohomologie de degre´ 0 donne´e par Ker : DΩ(A/P)0,⋆ → DΩ(A/P)1,⋆
est le (ΩA/P , d)- module des formes (ge´ne´riquement holomorphes) re´gulie`res ω
•
A/P .
Signalons, au passage, que ce type de formes, dont la construction utilisent aussi
les complexes re´siduels dans un cadre alge´brique, se trouvent dans les travaux de
Elzein [E].
SiA est re´duite de dimension pure, ces formes re´gulie`res sont des formes me´romorphes
re´gulie`res au sens de Kunz-Waldi. Ainsi se trouvent de´finies, pour tout morphisme
plat d’espaces analytiques complexes π : X → S et en tout degre´ k, des faisceaux
ωkX/S de formes dites re´gulie`res qui, pour X re´duit de dimension pure, coincident
avec les faisceaux de Kunz-Waldi ω˜kX/S .
Si π est un morphisme propre d’espaces analytiques complexes de´nombrables a`
l’infini de dimension localement finie ayant des fibres de dimension pure n, la dualite´
analytique relative de Ramis-Ruget-Verdier ([R.R.V]) permet de montrer que le
faisceau OX -cohe´rent H−n(π!(OS)) (qui est de profondeur au moins deux fibre par
fibre sur S) joue le roˆle d’un faisceau de Grothendieck relatif. Il est, alors, facile
de voir que, pour π plat, ωnX/S s’identifie canoniquement a` H
−n(π!(OS)) et, par la
force des choses, aussi a` ω˜nX/S si X est re´duit de dimension pure.
Par essence, les faisceaux ω˜nX/S et ω
n
X/S sont, en ge´ne´ral, de nature radicalement
diffe´rente. Le premier, de nature locale puisque sa description s’exprime en terme de
germes de parame´trisations locales, est parfaitement approprie´ pour une description
“analytique” des multiplicite´s au moyen des morphismes re´sidus et le second, de
nature globale, doit son existence a` une inte´gration globale reveˆtant un certain
caracte`re universel et d’aspect plus topologique.
Se de´barasser des hypothe`ses de platitude impose´es par la construction de Kersken
et de proprete´, inhe´rente a` la dualite´ relative analytique de Ramis-Ruget-Verdier
ne´cessite de comprendre en profondeur la proble´matique qui nous occupe. On
s’apperc¸oit que la ge´ne´ralisation repose fondamentalement sur une dualite´ relative
partielle et une classe de morphismes dont la factorisation locale produise des mor-
phismes traces.
L’un des intereˆt du pre´sent travail est de mettre clairement en e´vidence ces con-
stats en proposant deux me´thodes reposant, pour l’une, sur une approche globale
et, pour l’autre, sur une approche locale. Nous avons volontairement commencer
par de´velopper la premie`re , dans laquelle le morphisme d’inte´gration occupe une
place centrale, pour assurer une certaine continuite´ avec [KIII] qui traite de la no-
tion de paire dualisante; ce qui fait l’objet du the´ore`me 2. Le the´ore`me 4, quant a`
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lui, utilise l’approche locale partant de la situation plonge´e et de la classe fonda-
mentale relative ponde´re´e donne´e par le the´ore`me 0 aboutissant au fait que, pour
tout morphisme π : X → S n-analytiquement ge´ome´triquement plat d’espaces, il
existe un (unique) faisceau OX -cohe´rent (unique a` isomorphisme canonique pre`s)
ΛnX/S sur X de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S, compatible aux
changements de bases et tel que, en chaque point x de X en lequel π est plat, le
germe ΛnX/S,x coincide avec le faisceau des formes me´romorphes re´gulie`res relatives
caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace relative au sens de Kunz-Waldi-Kersken.




X/S) est munie d’une diffe´rentielle non
triviale D, faisant de (Λ•X/S ,D) un complexe diffe´rentiel de (Ω
•
X/S, dX/S)-modules.
Comme on l’a de`ja` dit plus haut, la classe des morphismes analytiquement ge´ome´triquement
plats contient strictement celle des morphismes plats d’espaces complexes re´duits.
Pour mener a` bien ce programme, on dispose de deux ingre´dients essentiels a` savoir
:
(a) le the´ore`me de Reiffen ou une de ses variantes assurant l’annulation des fais-
ceaux de cohomologie IRkπ!F , en tout degre´ k > n, et dont une conse´quence est le
lemme du de´coupage (cf [B2], [B.V] ou [K1])
(b) une connaissance chirurgicale de l’inte´gration sur les cycles ou ope´ration de
Andre´otti-Norguet (cf [A.N], [B.V] ou [K2]) et quelques techniques usuelles.
La strate´gie consiste a` localiser puis globaliser en recollant convenablement les
donne´es locales recueillies. Pour cela, on utilise les techniques de de´coupage des
classes de cohomologie et installation locale du morphisme relativement a` des
e´cailles (ou cartes), pour nous ramener au cas ou` π est factorise´ en un plonge-
ment σ dans Z lisse sur S de dimension relative n+ p, suivi d’une projection lisse
sur S (ou bien d’un morphisme fini sur un espace lisse sur S suivi d’une projection
sur S). Dans une telle configuration locale ou` X est plonge´ avec la codimension p






Z/S), ve´rifiant les proprie´te´s de (2). Par ailleurs, une
version “ponde´re´e” de [B4] donne´e par le the´ore`me 0 du §.4) nous dit que, dans
cette situation locale, π de´finit une famille analytique de cycles si et seulement si la
famille ge´ne´riquement holomorphe (π−1(s))s∈S est repre´sente´e par une classe de co-
homologie dans Hp|X|(Z,Ω
p
Z/S), induisant la classe fondamentale de Xs pour chaque
s fixe´. Mais il est facile de voir qu’un tel objet caracte´rise et est caracte´rise´ par






Z/S) compatible aux change-
ments de bases entre espaces complexes re´duits et posse´dant la fameuse proprie´te´




En proce´dant par recollement, on produit un morphisme global ΩnX/S → ω
n
π ayant





π (avec diffe´rentielle non triviale sur ω
•
π).
Il est facile de voir que, pour un morphisme plat ou plus ge´ne´ralement de Tor-
dimension finie d’espaces complexes avec base re´duite, notre construction ge´ne´ralise
celle de [E] et [A.E].
Ce travail est compose´ de trois parties. Dans la premie`re, on e´nonce les principaux
re´sultats et donnons les notions fondamentales e´taye´es de nombreux exemples et
contre-exemples agre´mente´es de quelques petits re´sultats plus ou moins connus. La
seconde est entie`rement consacre´e a` la preuve des the´ore`mes et leurs conse´quences
annonce´s pre´ce´demment. Dans la troisie`me, on examine, dans ce contexte, la notion
de paire dualisante introduite par Kleinman ([Kl]).
0.1. Enonce´s des principaux re´sultats.
The´ore`me 1. Soit π un e´le´ment de E(S, n). Alors, il existe un unique faisceau




q // S est une factorisation locale de π dans laquelle σ est un





(ii) Il est OX cohe´rent, de profondeur au moins deux fibres par fibres sur S
(iii) ωnπ et Ω
n
X/S coincident canoniquement sur la partie re´gulie`re du morphisme π.
(iv) Sa construction est compatible aux inclusions ouvertes sur X dans le sens
suivant:
si πi : Xi → S, i = 1, 2 sont deux morphismes analytiques universellement n-
e´quidimensionnels et U un ouvert de X1 muni de deux inclusions ouvertes ji : U →


























soit commutatif, on a j∗1 (ω
n
π1
) = j∗2 (ω
n
π2
) et donc, en particulier, pour tout ouvert
U de X muni de l’injection naturelle j : U → X et de la restriction de π a` U que
l’on note πU , on a ω
n
π |U = ω
n
πU
. De plus, il est stable par tout changement de base
plat entre espaces complexes.





π → OS de formation com-
patible aux restrictions ouvertes sur X (resp. S) et aux changements de bases plats
sur S .
(vi) Si π est propre, ωnπ = H
−n(π!(OS))















avec π1 (resp. π2) universellement e´quidimensionnels et propres de dimension rela-
tive n1 (resp. n2), Ψ propre de dimension relative borne´e par l’entier d := n2 −n1,
donne un morphisme canonique IRdΨ∗ω
n2
π2
→ ωn1π1 induisant le diagramme commu-
























(viii) Si S est un point, il coincide avec le faisceau dualisant de Grothendieck,
Andre´otti- Kas ou Golovin :




Corollaire1.1. Soient π ∈ E(S, n) et k un entier naturel. Alors, il existe un
unique faisceau OX -cohe´rent ωkπ ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(i) il est de profondeur au moins 2 fibre par fibre sur S, coincide avec le faisceau des
k-formes holomorphes relatives sur la partie re´gulie`re de π et, pour toute installation












(iii) Si S est un point, ces faisceaux coincident avec les dualise´s de Andre´otti- Kas-
Golovin des faisceaux Ωn−kX .
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The´ore`me 2. Soit π un e´le´ment de E(S, n) muni d’une ponde´ration X. Alors,
on a les e´quivalences :
(1) π est analytiquement ge´ome´triquement plat






de formation compatible a` l’additivite´ des ponde´rations sur π, stable par change-
ment de base entre espace complexes re´duits, donnant, en particulier, l’inte´gration
usuelle dans le cas ou` S est un point.
(3) il existe un unique morphisme canonique de faisceaux cohe´rents Cπ,X : ΩnX/S →
ωnπ , prolongeant le morphisme naturel j∗j
∗ΩnX/S → j∗j
∗ωnπ et ve´rifiant les proprie´te´s
suivantes:
(i) il est de formation compatible a` l’additivite´ des ponde´rations, aux change-
ment de base re´duit et satisfait la proprie´te´ de la trace relative,






(iii) • si X est la ponde´ration standard, Cπ,X donne la classe fondamentale
relative
de [B4],
• si X est la ponde´ration alge´brique (i.e si π est plat ou plus ge´ne´ralement de
Tor-dimension finie), Cπ,X est le morphisme classe fondamentale relative de
[A.E]
e´tendu a` ce cadre.
La fle`che Cπ,X sera appele´e morphisme classe fondamentale relative ponde´re´ de π.
Corollaire2.1. Soit π2 : X2 → X1 (resp. π1 : X1 → S) un morphisme ana-
lytiquement ge´ome´triquement plat de dimension relative n2 (resp. n1). Alors, le
morphisme compose´ π : X2 → S est analytiquement ge´ome´triquement plat si et






)→ OS se prolonge
(1) On entend par la`, une continuite´ topologique au niveau des groupes des sections globales
munis de leurs structures d’espaces vectoriels topologiques F.S ou Q.F.S
(2) Ce n’est pas un morphisme d’alge`bres car ω•π n’en est pas une puisque l’on a pas de
produit interne. Cette lacune est de´ja` pre´sente dans le cas absolu comme on peut le voir sur
X = {(x, y) ∈ C2 : x2 − y3 = 0}. En effet, la fonction me´romorphe yx (resp. la forme
dx
y )
de´finit une section de ω0X (resp. ω
1
X) mais leur produit
dx
x ne de´finit pas une section de ω
1
X
! Cependant, ce produit est interne si X est normal.
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en unique morphisme IRn1+n2π!Ω
n1+n2
X2/S
→ OS ayant les proprie´te´s du the´oreme 2























The´ore`me 3. Soit π un e´le´ment de E(S, n) muni d’une ponde´ration X. Alors,
les assertions suivantes sont e´quivalentes
(i) π est analytiquement ge´ome´triquement plat
(ii) le faisceau ωnπ est caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace (relative) et stable par
changement de base entre espaces complexes re´duits.
Comme nous l’avions mentionne´ dans l’introduction, la construction, de nature
purement alge´brique, du faisceau des formes me´romorphes re´gulie`res relatives, en-
treprise par Kunz et Waldi([K.W]), se transporte a` la cate´gorie des germes d’espaces
analytique complexes pour un morphisme plat graˆce a` l’important et conse´quent
travail de Kersken ([Ke]). En dehors du cas propre, pour lequel on utilise la dualite´
analytique relative de [R.R.V], la globalisation d’un tel travail ne semble pas du
tout e´vidente. Il s’ave`re que, sans emprunter les me´andres d’une dualite´ analytique
relative ge´ne´rale inacheve´e, l’existence de l’analogue analytique relatif du faisceau
de Kunz-Waldi existe non seulement dans le cas plat mais plus ge´ne´ralement dans
le cas analytiquement ge´ome´triquement plat comme le montre le
Corollaire3.1. Soient
• π : X → S un morphisme n-analytiquement ge´ome´triquement plat d’espaces
analytiques complexes re´duits de dimension localement fini,
• X0 (resp. S0) l’ouvert dense de X (resp. S) sur lequel π est plat et ω˜nX0/S0 le
faisceau des formes me´romorphes re´gulie`res de Kunz-Waldi-Kersken.
Alors, ωnπ est l’unique prolongement cohe´rent du faisceau ω˜
n
X0/S0
. De plus, la famille






π) est munie d’une diffe´rentielle non
triviale D, faisant de (ω•X/S ,D) un complexe diffe´rentiel de (Ω
•
X/S , dX/S)-modules.
Le re´sultat suivant, qui peut-eˆtre e´tabli de fac¸on presqu’inde´pendante de ce qui
pre´ce`de, montre que le caracte`re “analytiquement ge´ome´triquement plat” d’un mor-
phisme contient suffisamment d’informations pour pouvoir accoucher d’une struc-
ture dualisante sans faire explicitement appel a` une quelconque the´orie de la dualite´.
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The´ore`me 4. Soit π : X → S un morphisme analytiquement ge´ome´triquement
plat. Alors, il existe un unique faisceau OX cohe´rent, ΛnX/S ve´rifiant:
(i) il est de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S, caracte´rise´ par la pro-
prie´te´ de la trace relative et stable par changement de base entre espaces complexes
re´duits de dimension finie,





X/S → OS compatible avec
l’additivite´ des cycles et stable par changement de base entre espaces complexes
re´duits. De plus, tout diagramme commutatif d’espaces analytiques complexes De















avec π1 (resp. π2) analytiquement ge´ome´triquement plats de dimension relative n1
(resp. n2) et Ψ universellement e´quidimensionnel et propre de dimension relative



























I. Notion de morphisme continuˆment ou analytique-
ment ge´ome´triquement plat.
1.0. Terminologie usuelle relative a` l’espace des cycles selon [B1].
Dans la construction d’une structure analytique sur l’ensemble des cycles compacts
effectifs de dimension pure d’un espace complexe donne´, l’espace quotient normal
Symk(Cp) := (Cp)k/σk (σk e´tant le groupe syme´trtique d’ordre k) joue un roˆle
capital et fondamentale. En effet, l’ide´e directrice de Barlet dans [B1] e´tait de dire
qu’une famille de n-cycles effectifs d’un espace complexeX est analytique si et seule-
ment si pour tout plongement local ”adapte´”, l’intersection locale de chaque mem-
bre de cette famille avec des plans transverses (et de codimension comple´mentaire)
donne une famille analytique de 0-cycles. Or, l’espace des 0-cycles d’un espace com-




On peut remarquer que cette construction est propre a` la ge´ome´trie analytique com-
plexe (et en grande partie a` la caracte´ristique nulle du corps de base !) puisqu’elle
utilise des outils de l’analyse complexe tels que les formules inte´grales de Cauchy,
les relations non triviales entre Trace et De´terminant d’un endomorphisme et le fait
que l’on puisse exprimer en termes de fonctions de Newton les fonctions syme´triques
des racines d’un polynoˆme donne´. Ce dernier point extreˆment important permet,
une fois repe´re´s les points de Symk(Cp) par leurs fonctions syme´triques,de produire
un plongement naturel de Symk(Cp) dans un espace nume´rique convenable. De
ce fait, la structure analytique globale recherche´e est produite par recollement de
structures analytiques locales parfaitement et pre´cisement de´crites.
1.0.1. Quelques de´finitions.
1.0.1.1. Si Z est un espace analytique complexe re´duit et n un entier naturel,
on appelle n- cycle analytique effectif de Z la donne´e d’une combinaison line´aire




(3) ou` les Wi sont des sous en-
sembles analytiques complexes irre´ductibles de dimension pure n dans Z, et ni




Wi est appele´ support de W .
Soit V un ouvert de Z muni d’un plongement σ : V → U ×B ⊂ CN avec U (resp.
B) un polydisque ouvert de Cn (resp. CN−n). La carte E := (σ, V, U × B) est
(3) Pour un sous ensemble analytique Y de composantes irre´ductibles (Yi)i∈I , le cycle
associe´ a` Y est note´ [Y ] :=
∑
i∈I
[Yi] ou` [Yi] := 1.Yi
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dite adapte´e au cycle W si σ se prolonge en un plongement σ′ : V ′ → U ′ ×B′ avec
V ⋐ V ′ ⊂ Z, U ⋐ U ′ ⊂ Cn, B ⋐ B′ ⊂ CN−n et σ(|W | ∩ V ) ∩ (U × ∂B) = ∅(4)
Dans ce cas, pour tout i dans I, la restriction de la projection canonique p1 :
U×B → U a`Wi∩V est un reveˆtement ramifie´ d’un certain degre´ ki sur U et de´finit
donc une application analytique FE,i : U → Sym
ki(Cp), associant a` t fixe´ dans U les
fonctions syme´triques des branches locales de ce reveˆtement ramifie´. L’application
naturelle (Cp)r × (Cp)l → (Cp)r+l qui induit, par passage au quotient, une applica-
tion canonique Symr(Cp)× Syml(Cp)→ Symr+l(Cp) (qui est un home´omorphisme
et meˆme un isomorphisme local) permet de de´finir le degre´ du cycle W dans cette
carte E comme e´tant l’entier degE(W ) = k :=
∑
i
kini qui est le degre´ total du






ni . En de´signant par Sh(C
p) la composante homoge`ne de
degre´ h de l’alge`bre syme´trique de Cp qui s’identifie naturellement a` l’espace vec-
toriel des polynoˆmes homoge`nes de degre´ h sur (Cp)∗, il est facile de voir que la
somme directe des applications sh(X1, · · · , Xk) :=
∑
1≤i1<···<ih≤h
Xi1 · · ·Xih , de´finies
de (Cp)k a` valeurs dans Sh(C
p), induit, par passage au quotient, un plongement na-




p). Remarquons, au passage, que le polynoˆme
unitaire (5)
D(X1, · · · , Xk)[T ] :=
∏
i<j







a` coefficients dans l’alge`bre syme´trique de Cp, de´finit, pour chaque entier h, une
application σk- invariante de (C
p)k dans Sk(k−1)−2h(C




jouant un roˆle notoire dans la stratification alge´brique de Symk(Cp).
1.0.1.2. Multiplicite´ d’un point dans un cycle.
(4) Dans cette situation, pour tout t dans U , le cycle intersection W • ({t} × B) est bien
de´fini dans U ×B et se projette en un 0-cycle de B.


















Selon [B.M], la multiplicite´ de x ∈ Cp dans (x1, · · · , xk) ∈ Sym
k(Cp) est le nombre
de fois qu’est re´pe´te´ x dans ce k-uplet. Si U est un ouvert de Cn, F : U → Symk(Cp)
une application holomorphe associe´e a` un certain reveˆtement ramifie´ f : X → U et
z = (t, x) ∈ U × Cp, la multiplicite´ de z dans X est l’entier note´ µz(X) donnant la
multiplicite´ de x dans le k-uplet F (t).
Si X est un cycle d’un espace complexe Z. Pour toute e´caille adapte´e E,
on note XE le reveˆtement ramifie´ associe´ a` X dans E. Soit z ∈ Z. On appelle
multiplicite´ de z dans le cycle X , l’entier µz(X) donne´e par
µz(X) := minE(µz(XE)
quand E de´crit l’ensemble des e´cailles adapte´es a` X .
On peut remarquer que pour tout z dans Z, il existe toujours une e´caille adapte´e




niYi un cycle et z un point d’un espace complexe Z, la multiplicite´




On peut signaler au lecteur que la de´finition “alge´brique” donne´e dans $3.1 de [Fu]
coincide avec la de´finition pre´ce´dente. Par ailleurs, il trouvera expose´ dans [Si] une
de´finition duˆe a` [Tu] adapte´e au cas d’un morphisme ouvert π : X → S d’espaces
complexes avec X localement de dimension pure et S localement irre´ductible.
1.0.1.3. Fonctions et formes de Newton.
(a) Soit F un C- espace vectoriel de dimension finie. Soient x (resp. y) un k-
ulpet de (Cp)k (resp. de F k). la l-e`me fonction de Newton de x ponde´re´e par y est
l’e´le´ment de Sl(C





j . Alors, pour
tout entier l ≤ k, on a les relations de Newton vectorielles
k∑
h=0
(−1)hNl−h(x, y).Sh(x) = 0, S0 := 1
Le lecteur trouvera dans le chapitre 0 de [B1], l’adaptation vectorielle des re´sultats
classiques tournant autour de cette notion et pourra consulter [Ang] sur les polynoˆmes
et formes multiline´aires de Wa¨ring permettant d’exprimer les fonctions syme´triques
en termes de fonctions de Newton dans ce cadre vectoriel.
(b) Comme nous le verrons, la notion de Formes de Newton (cf [B4]) jouent un



















le diagramme commutaif naturel dans lequel q est l’application quotient, p la pro-
jection naturelle et pj la projection canonique de (C
p)k sur son j-e`me facteur.
Soit U un ouvert de Symk(Cp) et p(U) = {x ∈ Cp : ∃x2, · · · , xk ∈ C
p tel que q(x, x2, · · · , xk) ∈ U}
son image dans Cp.
Soit ωr := (q∗Ω
r)σk , la partie σk-invariante de l’image directe par q des formes
holomorphes sur (Cp)k. Alors, une forme ξ ∈ Γ(U, ωr) est dite de Newton s’il existe




• Le faisceau des m- formes de Newton, note´ Nm, est cohe´rent et engendre´ par




IdxJ ) ou` I et J sont des ensembles




(−1)hSh(x1, · · · , xk)wm+h,I(x1, · · · , xk) = 0
Desquelles re´sultent l’identification ωr =
r∑
i=1
ωr−i ∧Ni, pour tout entier r ≥ 1.
1.0.2. Famille analytique de cycles.
1.0.2.1. Ensemble des cycles analytiques effectifs d’un espace complexe.
SiX est un espace analytique complexe donne´, on note C∗(X)(ou C
loc
∗ (X))l’ensemble
des cycles analytiques (positifs) de dimension donne´e s’e´crivant localement comme
combinaison line´aire localement finie a` coefficients entiers de sous ensembles an-
alytiques irre´ductibles de X . Utilisant les re´sultats de Federer-Fleming-King, A.
Cassa a montre´ dans [C] que l’ensemble des cycles positifs de dimension pure n
d’une varie´te´ analytique complexe est un espace topologique me´trique complet dont
la topologie est caracte´rise´e par celle de la convergence en ”masse” de´finie sur les
courants. Il montre, en particulier, l’existence d’une unique application injective
Cn(X)→ D
′
2n(X) faisant correspondre a` tout cycle de X le courant d’inte´gration
qui lui est naturellement associe´ graˆce au re´sultat fondamental de Lelong [L]. Une
proce´dure standard de localisation (par plongement local) et recollement permet
d’e´tendre [C] au cas ou` X est singulier et d’en de´duire que C∗(X) est un espace
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topologique de Hausdorff, a` bases de´nombrables de voisinages (i.e ”first count-
able”); ce qui permet de tester la compacite´ ou fermeture de sous espaces de Cn(X)
en utilisant des suites de cycles.
Par ailleurs la construction de Barlet ([B1]) montre que les ouverts Vk,E := {Y ∈
Cn(X)/Eadapte´ pourY et DegE(Y ) = k} forment, a` k et E variables, une base
d’ouverts naturels pour C∗(X). Il se trouve (cf $2.4, [Fu]) que la topologie de
Hausdorff induite par la topologie faible de D
′
2n(X) coincide avec la topologie de
Barlet. Pour plus de de´tails, nous renvoyons le lecteur a` [Fu],[Si],[Ma] en gardant
a` l’esprit que cette question est de´ja` traite´e presque dans sa totalite´ dans [C]. Il va
sans dire que la topologie de C∗(X) est naturellement induite par les projections
C∗(X)→ Cn(X) associant a` chaque cycle de dimension mixte sa partie de dimension
pure n.
En ge´ne´ral, l’espace toplogique C∗(X) n’est jamais localement compact et ne peut,
donc, eˆtre dote´ d’une structure analytique complexe. Cependant, dans le cas des
cycles compacts, c’est un espaces analytique complexe comme l’a montre´ Barlet
dans son conse´quent travail consigne´ dans [B1] et dont nous allons rappeler le
the´ore`me fondamental de repre´sentabilite´.
1.0.2.2. Le the´ore`me de Barlet.
Dans toute la suite S de´signera un espace complexe re´duit, localement de dimension
finie.
Si S′ est une partie de S, une e´caille ou carte S′-adapte´e a` une famille (Xs)s∈S d’un
espace complexe Z correspond a` la donne´e d’une carte E := (σ, V, U ×B) ve´rifiant
la condition ⋃
s∈S′
(σ(|Xs| ∩ V¯ ) ∩ (U¯ × ∂B) = ∅
Cela signifie exactement qu’il existe un compact K de B tel que
σ(|Xs| ∩ V¯ ) ⊂ U¯ ×K ∀ s ∈ S
′
Sachant que l’espace des 0-cycles d’un espace complexe Z donne´ s’identifie canon-
iquement a` la somme disjointe
∐
r≥0
Symr(Z), on aimerait dire naturellement qu’une
famille continue de cycles (Xs)s∈S est analytique en un point s0 de S si il existe
un certain voisinage ouvert S0 de s0 tel que pour toute e´caille, E = (V, U,B, σ),
S0-adapte´e, l’application qui a` {s} associe p1∗([{t}×B]• (Xs∩V )) est holomorphe
(p1 e´tant la projection canonique sur le premier facteur de U ×B). Cela traduit le
fait que l’intersection de chaque Xs par des p-plans transverses donne une famille
analytique de points.
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Soit S un espace analytique complexe re´duit et (Xs)s∈S une famille de n- cycles de
Z parame´tre´e par S. On dit que cette famille est analytique si pour tout s0 ∈ S
et toute e´caille E adapte´e a` Xs0 , il existe un voisinage ouvert S0 de s0 dans S tel
que
i) E est adapte´e a` Xs pour tout s ∈ S0 (i.e E est S0-adapte´e).
ii) degE(Xs) = degE(Xs0) ( en de´signant, par degE(Xs), le degre´ du reveˆtement
ramifie´ sous jacent au cycle Xs dans l’e´caille E).
ii) L’application induite FE : S0 × U → Sym
k(B) est analytique.
Dans [B1] chapitre 5, D. Barlet montre le re´sultat suivant:
The´ore`me . Soient Z un espace analytique complexe, C la cate´gorie des espaces
complexes re´duits de dimension finie et morphismes analytiques, Fn le foncteur
contravariant de C dans E qui a` S associe Fn(S) l’ensemble des familles analytiques
de n-cycles compacts de Z parame´tre´e par S. Alors, pour tout entier naturel n, Fn
est un foncteur repre´sentable.
En d’autres termes, il existe un espace analytique complexe re´duit, note´ Bn(Z), et
une famille analytique de n-cycles compacts {XY /Y ∈ Bn(Z)} de Z parame´tre´e
par Bn(Z) ve´rifiant la proprie´te´ universelle suivante:
Pour toute famille analytique (Xs)s∈S de n cycles compacts de Z parame´tre´e
par un espace complexe re´duit S, il existe un unique morphisme η : S −→ Bn(Z),
tel que
η(s) = Xs
1.0.2.2. Morphisme Douady- Barlet.
Rappelons que pour tout espace complexe Z, Douady ([D]) a muni l’ensemble des
sous espaces compacts de Z d’une structure analytique complexe. Il montre qu’il
existe un couple d’espaces complexes (D#(Z), D(Z)) et un couple de morphismes







// D(Z) et satisfaisant la proprie´te´ uni-
verselle (D) :




// S × Z p
// S de
meˆme nature que le pre´ce´dent, il existe un unique morphisme Θπ : S → D(Z)
– 19 –











dans lequel X ≃ S ×D(Z) D#(Z).
En introduisant la notion de platitude ge´ome´trique(6), que nous e´tudions en de´tail
dans le §(1.3), on de´duit du the´ore`me de Barlet une proprie´te´ universelle analogue
a` (D) a` savoir l’existence d’un couple d’espaces complexes re´duits (et localement de
dimension finie) (B#(Z), B(Z)) et d’un couple de morphismes propres (σ, πB) avec





// B(Z) × Z
p
// B(Z) et satisfaisant la proprie´te´ universelle (B) :




// S × Z p
// S de
meˆme nature que le pre´ce´dent et avec S re´duit, il existe un unique morphisme











et dans lequel X ≃ S ×B(Z) B#(Z).
De plus, si Dn(Z) (resp. Bn(Z)) de´signe le sous espace de D(Z) (resp. de B(Z))
constitue´ de sous espaces de dimension pure n (resp. des cycles analytiques de
dimension pure n), il existe une unique application holomorphe appele´e morphisme
Douady- Barlet (cf [B1]) ρ : (Dn(Z))red → Bn(Z) associant a` Y sous espace compact
de Z, la somme
∑
i
niYi, ou` Yi de´signent les composantes irre´ductibles de Yred.
(6) un morphisme propre, ouvert et de corang constant π : X → S, avec S re´duit et
dim(X) ≥ dim(S), est dit ge´ome´triquement plat s’il est possible de munir ses fibres ensem-
blistes (plus pre´cisement leurs composantes irre´ductibles) de multiplicite´s convenables de
sorte que la famille (π−1(s))s∈S devienne (ou soit induite par ) une famille analytique de
cycles au sens de [B1]. Cette notion est a` l’espace de Barlet ce que la notion de platitude
est a` l’espace de Douady.
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1.0.2.3. Remarques.
• La proprie´te´ universelle de l’espace de Douady dit qu ’un morphisme propre
d’espaces complexes f : X → S est plat si et seulement si le graphe de f , que l’on











avec Gf ≃ S ×D(X) D#(X)
• Dans le cadre de l’espace des cycles, cela nous sugge`re d’appeler ge´ome´triquement
plats les morphismes d’espaces complexes f : X → S a` base re´duite dont le graphe
Gf s’inse`re dans un diagramme commutatif analogue au pre´ce´dent obtenu en rem-
plac¸ant D par B et ve´rifiant Gf ≃ S ×B(X) B#(X)





1.0.3.0. Faisceaux fondamentaux sur un espace complexe re´duit et de
dimension pure.
Sans entrer dans les de´tails, signalons que sur un espace analytique re´duit de di-
mension pure quelconque X , il existe, en dehors du faisceau des formes holomor-
phes (pouvant eˆtre de´fini de plusieurs manie`res d’ailleurs !) deux faisceaux partic-
ulie`rement interessants a` savoir ωkX et L
k
X . Le premier e´tant le dualise´ de Andre´otti-
Kaas- Golovin du faisceau Ωn−kX entie`rement caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace
et coincidant, en degre´ maximal, avec le faisceau dualisant de Grothendieck (cf
§(3.1.1),p.56), l’autre e´tant constitue´ de formes me´romorphes se prolongeant holo-
morphiquement sur toute de´singularise´e de X et coincidant, en degre´ maximal,
avec le faisceau des formes me´romorphes de carre´s inte´grables introduit par Grif-
fiths, Grauert- Riemmenschneider ([Gri], [G-R])(7). Il se trouve que, dans le cas des
V -varie´te´s(8) et donc, en particulier, sur Symk(B), ces deux faisceaux coincident.
Mais il est montre´ dans [K1] que le faisceau LkX est dote´ de nombreuses proprie´te´s
fonctorielles parmi lesquelles la stabilite´ par image re´ciproque de morphismes ana-
lytiques (qui fait de´faut a` ωkX); les restrictions aux sous-espaces quelconques auront
(7) Les dualise´s de Andreotti-Kaas-Golovin sont de´finis pour X non ne´cessairement re´duit.
Les hypothe`ses de pure dimensionnalite´ et de re´duction permettent, respectivement, une
caracte´risation par la trace et une interpre´tation au moyen des formes me´romorphes sur X .
(8) Ce re´sultat est encore vraie dans le cas des singularite´s rationnelles [E].
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toujours un sens et conservent leur nature originelle. De plus, pour tout morphisme
propre et ge´ne´riquement fini d’espaces analytiques complexes f : X → Y , l’image









1.0.3.1.0. Trace absolue associe´e a` un sous ensemble analytique d’une
varie´te´ de Stein.
Avant d’entrer dans le vif du sujet, rappelons que, si π : X → Y est un morphisme
propre et surjectif d’espaces analytiques complexes de dimension pure n+r et r avec
X de´nombrable a` l’infini et D•,•X (resp. D
•,•
Y ) de´signent le faisceau des courants de






donnant, en particulier, pour chaque section φ de An+•,n+•X (faisceau des formes
inde´finiment diffe´rentiables de type (n+ •, n+ •) sur X et de´finies par plongement
local),
〈T•,•f (φ), ψ〉 :=
∫
X
φ ∧ f∗ψ, ∀ψ ∈ Ar−•,r−•c (Y )
Forsmis la compatibilite´ aux inclusions ouvertes, cette correspondance ne jouit
d’aucune proprie´te´ fonctorielle naturelle en les arguments X et Y .
Si X est un sous ensemble analytique de dimension pure n d’un certain domaine
d’un espace nume´rique CN , le the´ore`me de parame´trisation locale ou de pre´paration
de Weierstrass permet de le re´aliser localement comme un reveˆtement ramifie´ au
dessus d’un certain polydisque ouvert de Cn. Plus pre´cisemment, pour tout point
x de X , il existe un voisinage ouvert V de x, un plongement σ : V → W ⊂ Cn+p
ou` W := U × B ⊂ Cn × Cp ( U et B e´tant des polydisques ouverts relativement
compacts de Cn et Cp respectivement) tel que σ(V ) ∩ (U¯ × ∂B) = de sorte que la
projection canonique sur U induise un morphisme fini et surjectif f : V → U qui
est un reveˆtement ramifie´ au sens usuel dont on notera k son degre´ et (fj)1≤j≤k ses
branches locales (ou feuillets). Par abus de notation, on notera encore X l’ouvert
V et de´signerons par j : Reg(X) → X l’inclusion naturelle de la partie lisse de X
dans X . Dans cette situation, f induit une image directe au sens des courants qui





En particulier, pour toute q- forme holomorphe φ sur X , Tq,0f (φ) (trace que nous
noterons dore´navant Tqf de´finit un courant ∂¯- ferme´ de type (q, 0). Mais U e´tant
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lisse (et de Stein), le lemme de Dolbeault- Grothendieck assure, alors, que c’est une
(q, 0)-forme holomorphe sur U .
De´finition: Proprie´te´ de la trace absolue.
Soit x un point de X et ξ un germe en x du faisceau j∗j
∗Ω•X . On dit que ξ ve´rifie
la proprie´te´ de la trace absolue si pour chaque germe de parame´trisation locale de
X en x et chaque germe α du faisceau des formes holomorphes Ωn−•X en x, la forme
Tnf (ξ ∧ α) :=
j=k∑
j=1
f∗j (ξ ∧ α), de´finie (et holomorphe) en dehors de la ramification, se
prolonge analytiquement a` U tout entier.
On dit qu’une section ξ du faisceau j∗j
∗Ω•X , sur un ouvert V de X , ve´rifie la
proprie´te´ de la trace absolue si son germe en chaque point de V la ve´rifie.
L’ensemble des sections de j∗j
∗Ω•X ve´rifiant cette proprie´te´ constitue un sous fais-
ceau cohe´rent du faisceau des formes me´romorphes sur X et souvent note´ ω•X(cf
(3.5)).
1.0.3.1.1. Trace associe´e a` un cycle et trace universelle.
Conservons les notations pre´ce´dentes et conside´rons un n- cycle X =
∑
i niXi de
U×B dont le support est un reveˆtement ramifie´ de degre´ total k sur U et de branches
locales (fj)1≤j≤k. Comme il a e´te´ dit dans (1.0.1.1), il lui est naturellement associe´
une application analytique classifiante FX : U → Sym
k(B) que l’on peut inse´rer























dans lequel, on a ensemblistement (FX × IdB)
−1(Symk(B)#B) = X et f# un mor-
phisme fini et ge´ome´triquement plat sur Symk(B) qui est normal.
(i) Trace de fonctions holomorphes. Si h est une fonction holomorphe sur
U × B que l’on peut supposer σk-invariante (sinon on la syme´trise !), on de´finit
une fonction holomorphe h˜ sur U × Bk en posant h˜(t, x1, · · · , xk) :=
∑
j h(t, xj).
Comme elle est σk-invariante, elle correspond a` une unique application holomorphe
h¯ sur U × Symk(B). On convient, alors, de la de´finition














(ii) Trace de formes holomorphes. Pour de´finir notre morphisme trace sur les





formes de Newton. Comme un tel morphisme est ne´cessairement OU -line´aire, on
s’interesse essentiellement aux formes provenant de B. Soient wi,j une j-forme de
Newton sur B et w˜i,j :=
∑
r
p∗rwi,j ou` pr de´signe simplement la projection canon-
ique de Bk sur le r-e`me facteur. Comme w˜i,j est σk-invariantes, elle provient forme
me´romorphe w¯i,j section du faisceau ω
•
Symk(B)×B
(qui est d’ailleurs engendre´ par
ces formes cf (1.0.3.1). On pose, alors






Alors, le proce´de´ de syme´trisation et la de´composition nucle´aire des formes sur
U × B, permettent d’e´tendre cette relation aux formes holomorphes quelconques




U qui est OU -line´aire,
commutant a` la diffe´rentielle exte´rieure usuelle, de nature local sur U et B et
compatible a` l’additivite´ des cycles en faisant la somme point par point des cycles
correspondants graˆce a` l’application “somme” donne´e dans (1.0.1.1).
1.0.3.2. Trace relative.
Pour mieux positionner le proble`me, commenc¸ons par
1.0.3.2.0. Quelques remarques d’ordre ge´ne´ral.
Il est bien connu que tout morphisme ouvert a` fibres de dimension pure n, π : X →
S, entre espaces complexes, admet une factorisation locale, par rapport a` l’une








σ // Z := S × U ×B
p

S S × Uq
oo
ou` U et B sont des polydisques relativement compacts de Cn et Cp respective-
ment, f est ouvert, fini et surjectif, σ un plongement local, p et q les projections
canoniques.
L’enjeu est de voir, dans quelle mesure, il est possible de produire (par analogie






(i) il est de nature locale sur U et S
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(ii) il est Ω•S×U/S-line´aire et commute aux diffe´rentielles S-relatives usuelles.
(iii) il est additive en les ponde´rations sur π dans le sens suivant:
soient X1 et X2 deux ponde´rations de π et (U,B, σ) une e´caille S-adapte´e, alors




On peut tenter d’utiliser l’image directe des courants mais alors on se retrouve de-
vant de se´rieues difficulte´s. En effet, (1.0.3.1) donne, en particulier, un morphisme
trace T •,0f : f∗i
∗(Ω•Z/S)→ D
•,0
S×U , a` valeurs dans le faisceau des courants ∂¯- ferme´s
de type (•, 0). Cette trace est bien e´videmment Ω•S×U - line´aire, ge´ne´riquement holo-
morphe sur S × U et holomorphe fibre par fibre en vertu du lemme de Dolbeault-
Grothendieck. Mais des exemples simples montrent qu’en pre´sence de singularite´s
arbitraires sur S et sans aucune condition sur le mode de variance des fibres du
morphisme, il n’y’a pratiquement aucune chance de voir ce courant de´finir une
forme holomorphe globale S-relative sur S × U . En fait, le passage de la situation
absolue a` la situation relative n’est pas du tout une simple formalite´ puisqu’il fait
apparaitre plusieurs obstacles de tailles a` savoir :
(1) un morphisme fini et surjectif sur une base quelconque n’a aucune raison
de de´finir un reveˆtement ramifie´ au sens usuel puisque le degre´ peut ne pas eˆtre
localement constant.
(2) Combien meˆme ce serait le cas, et disposant ainsi d’une application ana-
lytique classifiante F : S × U → Symk(B), la variation de la ramification e´tant in-
controˆlable, on ne peut empeˆcher qu’il y’ait certaines valeurs critiques du parame`tre
s pour lesquelles l’image de U par la restriction de F a` {s} × U soit entie`rement
contenue dans le lieu singulier de Symk(B). Or, par construction, la trace relative
(si elle existe !) doit eˆtre un objet qui, pour chaque s fixe´, coincide avec la trace
absolue pre´ce´demment de´crite. Mais, alors, pour les valeurs critiques du parame`tre
quel sens donne´ a` la trace absolue ?
(3) On ne dispose pas d’un analogue du lemme de Dolbeault- Grothendieck
dans cette situation relative ge´ne´rale.
Pour surmonter (1), on impose a` la famille d’eˆtre au moins continue ce qui con-
traint le morphisme d’eˆtre au moins ouvert et de corang constant(9). La condi-
tion supple´mentaire que doit ve´rifier un tel morphisme est que la fonction s →
(9) Mais cela ne suffit pas car meˆme si le morphisme est ouvert entre espaces complexes
irre´ductibles et donc a` fibres de dimension pure constante, les fibres ne de´finissent pas
toujours une famille continue de cycles; pour s’en convaincre, il suffit, par exemple, de
conside´rer la normalisation faible d’une courbe !
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DegE(π
−1(s)) (10) soit localement constante; ce qui est toujours le cas si S est lo-
calement irre´ductible. On contourne (2) en utilisant une stratification convenable
de Symk(B), qui, brie`vement dit, assurera l’existence d’une valeur entie`re mini-
male l telle que {s} × U ne soit pas entie`rement incluse dans le lieu singulier de
Syml(B). Malheureusement (ou heureusement !) (3) est insurmontable. Sans
conditions supple´mentaires sur la variation de la famille, les courants ∂¯-ferme´s sur
S × U obtenus par image directe ne produisent, ge´ne´ralement jamais, des formes
holomorphes S-relatives!
Pour les de´tails sur la stratification de Symk(B), on renvoie le lecteur a` [B2], p18
dans lequel il est montre´ que les sous ensembles alge´briquesMµ :=
{
x ∈ Symk(Cp)/mult(x) ≥ µ
}
ont pour lieu singulier Mµ+1 et Mµ \Mµ+1 est un sous ensemble analytique locale-
ment ferme´ sans singularite´s, dont les composantes connexes sont en bijection avec
les suites d’entiers positifs (n1, · · · , ni) ve´rifiant
i∑
j=1







Si S est un espace complexe re´duit irre´ductible, F une application analytique de
S × U dans Symk(Cp) et l le plus grand entier pour lequel F (S × U) ⊂Ml. Alors,
la composante ge´ne´rique de F est l’unique composante connexe de Ml \Ml+1
contenant F (S × U \ F−1(Ml+1)).
Comme on va le voir les traces des formes holomorphes S -relatives sur X sont
entie`rement de´termine´es par les traces des formes de Newton induisant elles meˆmes
des sections d’un faisceau particulier sur Symk(B).
1.0.3.2.1. Trace associe´e a` une famille analytique locale de cycles et trace
universelle.
Notons # := Symk(B)#B le sous espace d’incidence (ou diagonale ge´ne´ralise´e)
qui est muni naturellement d’une projection finie et surjective f˜ : # → Symk(B).
Comme Symk(B) est un espace complexe normal donc localement irre´ductible,
ce morphisme est un reveˆtement ramifie´ au sens usuel. Toujours en raison de la
normalite´, f˜ est analytiquement ge´ome´triquement plat. Comme dans le cas absolu,






qui est un morphisme d’alge`bres diffe´rentielles gradue´es.
(10) Plus pre´cisement, e´tant donne´ s0 dans S et une projection locale quelconque induite
par la donne´e d’une e´caille adapte´e a` π−1(s0), il existe un voisinage ouvert S0 de s0 tel que




La situation ge´ne´rale locale se traite via le cas universel si une certaine application
analytique F : S × U → Symk(B) et donne´e. Dans ce cas, on se connecte a` la
situation universelle par le biais du diagramme commutatif























dans lequel, on a ensemblistement (F × IdB)
−1(Symk(B)#B) = X . Notons Γ la
composante ge´ne´rique de F et SΓ × U son image re´ciproque dans le changement
de base Γ → Symk(B). Elle est e´videmment d’inte´rieure vide et connexe puisque
S est suppose´ irre´ductible. Alors, les changements de bases SΓ × U → S × U et
























On suppose implicitement donne´ un plongement de X dans S×U ×B. Soit σ une
forme de Newton sur B dont on note σ˜ son image re´ciproque sur Bk (comme dans
(1.0.3.1.1)). Cette dernie`re provient d’une certaine forme me´romorphe σ¯ section
du faisceau L•
Symk(B)×B
. On de´finit, alors, la trace relative a` f ,









qui a un sens puisque σ|XΓ est une forme de Newton provenant de la restriction σ˜
a` #Γ de´finissant une section du faisceau L•#Γ .
Pour des raisons de´ja` invoque´es, l’action de ce morphisme sur les formes de Newton
suffit a` de´terminer son action sur les formes holomorphes relatives ge´ne´rales pour




S×U/S ve´rifiant les proprie´te´s
(i), (ii) et (iii) pre´cise´es dans (1.0.3.2.0).
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1.0.3.3. Degre´ ge´ome´trique et alge´brique d’un morphisme fini (cf[Va]).
Soient X et S deux espaces analytiques complexes avec S connexe et π : X → S
un morphisme fini ouvert et surjectif. Alors,
• si π est continuˆment (resp. analytiquement) ge´ome´triquement plat sur S re´duit,
il existe un entier k, appele´ le degre´ ge´ome´trique de π, et une application continue





ant compte des multiplicite´s. De plus, ces conditions ge´ne`re un morphisme trace
continue (resp. holomorphe) T
(c)




π : π∗OX → OS).
• si π est plat sur S arbitraire, le degre´ alge´brique de π est de´fini comme e´tant le plus
grand entier r tel que le faisceau cohe´rent π∗(OX) soit un OS-module localement
libre de rang r.
On constate que le degre´ alge´brique r est stable par changement de base et qu’il
coincide avec le degre´ ge´ome´trique k si S est re´duit.
La situation alge´briquement plate produit aussi une trace holomorphe naturelle
T (h)π : π∗OX → OS qui, graˆce au changement de base Sred → S et le diagramme
commutatif qui s’en de´duit






S′ := Sred // S
est compatible avec les traces pre´ce´dentes en un sens e´vident. On pose, d’ailleurs,
T (c)π := T
(c)






(i) ([Ang]). Sym2(C2) est le quotient de (C2)2 par σ2 = {Id,−Id} le groupe
syme´trique d’ordre 2. Soient (u, v) et (u′, v′) deux couples de (C2)2. Alors les
applications N1 = u + u
′, N2 = v + v
′, N11 = u
2 + u′2, N12 = uv + u
′v′ et
N22 = v
2 + v′2 fournissent un plongement de Sym2(C2) dans C5.
Soit S := {(x, y, z) ∈ C3/xy − z2 = 0} le coˆne de C3 et π : X := C2 → S la
parame´trisation donne´e par (u, v)→ (u2, v2, uv) qui est un morphisme ouvert, fini,
surjectif ( reveˆtement ramifie´ de degre´ 2), Cohen-Macaulay mais non plat. On a
un morphisme trace
T 0π : π∗OX → OS
donne´ par
T 0π (f)(s) := f(x1(s)) + f(x2(s)), ∀ f ∈ Γ(U,OX)
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ou` les points xi(s) constituent la fibre π
−1(s).
Comme les fonctions holomorphes sur S s’expriment en fonctions de u, v, u2, v2
et uv, on voit clairement comment interviennent naturellement les fonctions de
Newton. Dans ce cas, on a
T 0π (u) = T
0(v) = 0, T 0π (u
2) = 2x, T 0π (v
2) = 2y, T 0π (uv) = 2z
Et le morphisme S → Sym2(C2) de´finissant la famille correspond exactement au
morphisme d’anneaux donne´ par
N1 → T
0
π (u), N2 → T
0
π (v), N11 → T
0
π (u
2), N12 → T
0




(ii) (cf [K1]). Soit S = {(a, b, c) ∈ C3 : a2 = cb2}, la surface faiblement normale
(donc non localement irre´ductible), commune´ment appele´e “le parapluie de Whit-
ney”, dont le lieu singulier est la droite Σ = {(a, b, c) ∈ C3 : a = b = 0}. Soit D un
disque centre´ en l’origine et relativement compact dans C.
Notons Sym20(C
2), la partie homoge`ne de degre´ 2 de Sym2(C2) canoniquement
identifie´e a` C2/{id,−id} qui est isomorphe au coˆne de C3 donne´ dans l’exemple
(i).
Soit I := (u2 − ct2, v2 − b2, uv − at, a2 − cb2) l’ide´al de C6 de´finissant un certain
sous espace que l’on notera abusivement X = {(u, v, a, b, c, t) ∈ C2 × S ×D : u2 =
ct2, v2 = b2, uv = at}. On de´signera par π : X → S (resp. f : X → S × D) les
morphismes induits par les projections canoniques de S ×D × C2 → S ×D → S
et par F : S × D → Sym20(C
2), l’application analytique donne´e par (a, b, c, t) →
(ct2, b2, at).
Il apparait clairement que X , qui est le produit fibre´ de S×D par C2 au dessus de
Sym20(C
2), s’identifie, apre`s quotient par l’involution (a, b, c, t, u, v)→ (a, b, c, t,−u,−v),
au graphe de l’application F .
Pour s ge´ne´rique, la fibre Xs := π
−1(s) est constitue´e d’un couple de droites en










Remarquons au passage que π n’est pas plat puisque de multiplicite´ 3 en l’origine
alors qu’elle vaut 2 en les points ge´ne´riques.
Comme les fonctions de Newton fondamentales u2, v2 et uv ont pour traces S-
relatives respectives T 0f (u
2) = 2ct2, T 0f (v
2) = 2b2 et T 0f (uv) = 2at, qui sont mani-
festement holomorphes sur S, on a une famille analytique de reveˆtements ramifie´s
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de degre´ 2 et de codimension 2 de D dans D × C2, “repe´re´” par le morphisme
F : S×D → Sym20(C
2), envoyant chaque couple (s, t) sur les fonctions syme´triques
des branches locales f1 = (u1, v1) et f2 = −f1. Il s’en suit que π de´finit une
famille continue de 1-cycles de C3 (on dira plus brie`vement que π est continuˆment
ge´ome´triquement plat).
L’analyticite´ de la famille se teste en regardant la trace S-relative des formes de
Newton. Dans notre cas, le faisceau des 1- formes de Newton est engendre´ par
les formes udu, vdv, udv et vdu dont les traces S-relatives sont T 1f (udu) = 2ctdt,
T 1f (vdv) = 0 et T
1
f (udv − vdu) = −2adt qui sont clairement S- holomorphes.
Ainsi π de´finit une famille analytique locale de 1-cycles de C3 ( on dira que π est
analytiquement ge´ome´triquement plat ).
Remarquons que l’identification Sym20(C
2) ≃ {(x, y, z) ∈ C3/xy = z2}, permet de
voir que la forme udv − vdu correspond exactement (par image directe) a` la forme






) sur le coˆne; elle de´finit naturellement




(iii). Exemple d’une famille continue mais non analytique ([B1]).
La construction de l’ exemple se fait de la fac¸on suivante:




2 + x2t+ x3
Y (t) = y1t
2 + y2t+ y3
Z(t) = z1t
2 + z2t+ z3
On impose la condition X(t)Y (t) = Z2(t) de sorte a` pouvoir e´crire
u2 = (at+ b)2 = X(t)
v2 = (ct+ d)2 = Y (t)
uv = (at+ b)(ct+ d) = Z(t)
On trouve alors les relations suivantes :
x22 = 4x1x3, z
2
1 = x1y1, y
2
2 = 4y1y3, z
2
3 = x3y3, 4z1z3 = x2y2, x1y2 + x2y1 =
2z1z2 2z2z3 = x2y3 + x3y2, x2z2 = 2(x1z3 + x3z1), y2z2 = 2(y1z3 + y3z1), x1y3 +




2, x2 = 2ab, x3 = b
2, y1 = c
2, y2 = 2cd, y3 = d
2, z1 = ac, z2 = ad +
bc, z3 = bd,
que nous symboliserons par (♠) et (♣) respectivement.
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Ces relations de´finissent une application holomorphe φ : C4 → C9 dont l’image
s’identifie au coˆne de dimension 4 de C9. Notons S le sous espace re´duit (et
irre´ductible puisque c’est l’image de C4) associe´e a` l’ide´al de´fini par les relations
(♠). Alors, il est facile de voir que la fonction me´romorphe et localement borne´e
z1x2
x1
se prolonge continuˆment mais non holomorphiquement a` S tout entier.
SoitD le disque unite´ relativement compact de C,Γ le graphe de la famille de droites
pre´ce´demment de´crite et π : Γ→ S ×D le morphisme fini induit par la projection
canonique. Si la famille e´tait analytique, π de´finirait une famille analytique de
points parame´tre´e par S et par conse´quent la trace S- relative de toute forme
holomorphe serait S- holomorphe. Mais il n’en est rien puisque l’on a
T rπ(udv) = 2(ct+ d)d(at+ b) = 2cat.dt+ 2da.dt
Or, en vertu de (♠) et (♣), on a sur S,
ac = z1, ad = z2 −
z1x2
2x1
Et comme la fonction me´romorphe
z1x2
x1
ne se prolonge pas holomorphiquement a`
S, cette famille continue ne peut eˆtre analytique.
En choisissant convenablement les parame`tres, il est tout a` fait possible de trans-
former S en espace re´duit, non re´duit, Cohen Macaulay, non Cohen Macaulay et
meˆme intersection comple`te.
Soit ξ ∈ C. Alors, en posant
a = ξ2 + ξ3, b = ξ5, c = ξ6 − ξ7, d = ξ9 + ξ11
on obtient le syste`me
x1 = ξ
4(1 + ξ)2 y1 = ξ
12(1− ξ)2 z1 = ξ8(1− ξ2)
x2 = 2ξ
7(1 + ξ) y2 = 2ξ
15(1− ξ)(1 + ξ2) z2 = ξ11(2 + ξ2 + ξ3
x3 = ξ
10 y3 = ξ
18(1 + ξ2)2 z3 = ξ
14(1 + ξ2)
de´crivant une courbe monomiale C inscrite sur le coˆne pre´ce´dent et sur laquelle






ve´rifie une e´quation de de´pendance
inte´grale puisque σ2 =
x3y1
2
mais ne se prolonge pas analytiquement sur C. Pour
s’en convaincre, il suffit de conside´rer son image re´ciproque par cette parame´trisation
(qui est la normalisation) et de constater que, pour des raisons de degre´s et de val-
uations, la fonction σ˜ = 2ξ11(1− ξ) ne peut eˆtre holomorphe sur cette courbe.
1.2. Sur quelques notions fondamentales.
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Les notions principales dont il s’agit seront celles de dimension d’un espace analy-
tique complexe, e´quidimensionnalite´ et ouverture d’un morphisme d’espaces com-
plexes. Nos principales sources auxquelles nous renvoyons le lecteur pour de plus
amples de´tails, sont [A.S], [G.R1], [Gr2], [Ka], [Fi] ou [Lo], pour l’aspect analytique
complexe et, e´videmment, a` [E.G.A. 4] (et principalement au paragraphe 14.4) pour
l’aspect alge´brique. Il pourra d’ailleurs constater la validite´ d’un bon nombre de
re´sultats alge´briques dans le cadre de la ge´ome´trie analytique complexe.
1.2.0. Il nous arrivera d’utiliser, sans mentionner, les caracte´risations suivantes de
l’irre´ductibilite´ locale, la faible normalite´ ou normalite´ d’un espace complexe re´duit.
Si X est un tel espace, de faisceau structural OX , on de´signe par OcX (resp. O
0
X
) le faisceau des germes de fonctions ge´ne´riquement holomorphes et continues sur
X (resp. celui des germes de fonctions ge´ne´riquement holomorphes et localement
borne´es). Alors, on a (cf [Mo] par exemple)
(i) X localement irre´ductible en x si et seulement si OcX,x = O
0
X,x
(ii) X faiblement normal en x si et seulement si OX,x = OcX,x
(iii) X normal en x si et seulement si OX,x = O0X,x
1.2.1. Morphisme e´quidimensionnel- morphisme ouvert d’espaces ana-
lytiques complexes.
1.2.1.0. Formule des dimensions dans le cadre des alge`bres analytiques
locales.
Rappelons que la cate´gorie des germes d’espaces analytiques complexes est duale de
la cate´gorie des alge`bres analytiques (i.e des anneaux quotients non nuls d’anneau de
se´ries convergentes); la dualite´ e´tant concre´tise´e par la correspondance (X, x)→ OX,x.
Il est bien connu que ceux sont des anneaux locaux noethe´riens a` corps re´siduel
C et que tout morphisme d’alge`bres analytiques est local. On dispose du lemme
de normalisation de Noether et du the´ore`me de pre´paration de Weierstrass disant,
respectivement, que
• pour toute alge`bre analytique A de dimension n, il existe un morphisme fini
et injectif C{X1, · · · , Xn} → A
• un morphisme d’alge`bres analytiques est fini si et seulement si il est quasi-fini.
La dualite´ e´tant concre´tise´e par la correspondance
(X, x)→ OX,x
Nous renvoyons le lecteur aux excellents expose´s de Cartan, Grothendieck et Houzel
du seminaire Henri Cartan sur les techniques de constructions en ge´ome´trie analy-
tique ([C]).
– 32 –
Dans les constructions qui nous occupent, on s’apperc¸oit que les fondations de
cette architecture repose fondamentalement sur la notion de morphisme trace et de
la possibilite´ d’associer a` un morphisme d’alge`bres analytiques un tel objet. Une
condition ne´cessaire est que le dit morphisme satisfasse au moins la formule des
dimensions c’est-a`-dire e´tant donne´ un morphisme d’alge`bres analytiques f : A →
B, m le radical de A, alors
DimB = DimA+DimB/mB
Dans ce cas, il existe une suite d’e´le´ments b1,· · ·,bn de B dont les classes re´siduelles
forment un syste`me de parame`tres sur B/mB (de dimension de Krull n !) et donnant
un morphisme de A-alge`bres φ : A{x1, · · · , xn} → B envoyant naturellement xj sur
bj faisant de B une A-alge`bre finie sur A{x1, · · · , xn}. L’e´nonce´ ge´ome´trique se
formule de la manie`re suivante ([Ki] p3, Hilfssatz 2.3):
Soient f : X → S est un morphisme d’espaces analytiques complexes, x un point
de X d’image s := f(x). Supposons que f satisfasse la formule des dimensions
Dim(X, x) = Dim(S, s) + Dim(f−1(s), x)
Alors, il existe un voisinage ouvert U de x dans X , un voisinage ouvert V de s
contenant f(U), un voisinage ouvert W de l’origine de Cn (n e´tant la dimension




g // W × U
q // S , q e´tant la projection canonique. Rappelons
que toutes les alge`bres analytiques locales peuvent eˆtre munies d’une topologie
canonique (cf [Ju]).
1.2.1.1. Equidimensionnalite´ et ouverture d’un morphisme.
Les de´finitions suivantes sont unanimement adopte´es dans la litte´rature (cf [E.G.A].IV,
[Fi] ou [A.S]). Un morphisme d’espaces complexes π : X → S est dit e´quidimensionnel
si
(i) la fonction semi-continue supe´rieurement x → dimx(π−1(π(x))) est localement
constante et
(ii) chaque composante irre´ductible de X domine une composante irre´ductible de
S.
Signalons au passage quel le the´ore`me de Chevalley sur la semi-continuite´ de la
dimension des fibres est encore valable dans le cadre de la ge´ome´trie analytique.
Il est important de signaler que le de´faut majeur de cette notion est le manque
de stabilite´ par changement de base; ce qui re´duit sensiblement ses applications
– 33 –
dans le cadre relatif. On dispose, toutefois, d’une notion plus adapte´e au cadre
relatif qui est celle de morphisme ouvert dont la proprie´te´ caracte´ristique est de
transformer tout ouvert de X en ouvert de S. Cette notion qui correspond a`
celle de universellement ouvert de la ge´ome´trie alge´brique, est, quant a` elle, sta-
ble par changement de base. Signalons, a` titre indicatif, que Grothendieck donne
un exemple simple de morphisme ouvert non universellement ouvert dans [E.G.A]
IV.3,Remarque 14.3.9.i.
1.2.1.2. Quelques remarques d’ordre ge´ne´ral.
1.2.1.2.1. Sur l ’e´quidimensionnalite´.
(i) C’est une condition ouverte sur la source du morphisme. L’ensemble des points
en lesquels un morphisme est e´quidimensionnel est toujours un ouvert non vide.
(ii) Elle n’est pas stable par changement de base comme le montre l’exemple suivant
donne´ par
X1 := {(x, y, z) ∈ C
3 : x = z = 0}, X2 := {(x, y, z) ∈ C
3 : y = 0; z = 1},
S1 := {(x, y) ∈ C
2 : x = 0} et S2 := {(x, y) ∈ C
2 : y = 0}. En posant X := X1∪X2
(resp. S := S1 ∪ S2) et π : X → S le morphisme fini et surjectif induit par la
projection canonique (x, y, z)→ (x, y), on voit que X et S sont de dimension pure
1 et π e´quidimensionnel. Mais le changement de base S2 → S donne le sous espace
π−1(S2) ≃ {0}
⋃
C qui n’est manifestement pas de dimension pure et de plus la
restriction de π a` S2 ×S X n’est pas e´quidimensionnelle sur S2.
(iii) Un morphisme dont les fibres sont de dimension pure constante (meˆme sur
une base localement irre´ductible!), n’est pas ne´cessairement e´quidimensionnel. Il




X2 := {(x, y, z) ∈ C3 : z = 0}
⋃
{(x, y, z) ∈ C3 : y = 0; x = z} s’envoyant
sur S := C2 graˆce au morphisme fini et surjectif induit par la projection canonique
p(x, y, z) = (x, y).
Si la base d’un morphisme e´quidimensionnel est de dimension pure alors la source
aussi.
1.2.1.2.2. Sur l’ouverture.
(iv) ce n’est pas une condition ouverte (tout comme l’irre´ductibilite´ locale). Dans
l’exemple (b.iii) le morphisme de X sur S est bien ouvert en 0 mais sur aucun
voisinage ouvert de ce point! Elle est de nature locale sur la base et non sur la
source. la` encore, nous voyons que, meˆme sur une base localement irre´ductible, un
morphisme a` fibres de dimension pure constante n’est pas automatiquement ouvert.
Il en sera ainsi si la source est de dimension pure. L’ensemble des points en lesquels
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un morphisme d’espaces complexes est ouvert n’est, en ge´ne´ral, ni ouvert ni ferme´
mais son comple´mentaire est ne´anmoins constructible (cf [Par])
(v) Elle est stable par changement de base (et correspond a` la notion de ”uni-
versellement ouvert” de la ge´ome´trie alge´brique).
(vi) La restriction d’un morphisme ouvert sur les composantes irre´ductibles de la
source n’est pas ne´cessairement ouverte comme le montre l’exemple suivant ([Par]) :
SoientX := {(x, y, z, t) ∈ C4 : x = y = 0}
⋃
{(x, y, z, t) ∈ C4 : z = t = 0} = X1
⋃
X2
et π : X → C2 donne´ par
π|X1(x, y, z, t) = ((z + t)z, (z + t)t)
π|X2(x, y, z, t) = ((x− y)x, (x− y)y)
Alors, il est facile de voir que π|X1(z, t) et π|X2(x, y) ne sont pas ouvertes a` l’origine
alors que π l’est.
(vi) L’image re´ciproque par un morphisme ouvert d’un ouvert dense est toujours
dense. L’image par un morphisme ouvert de toute composante irre´ductible est un
ouvert de la base; en fait cette image est toujours contenue dans au moins une
composante irre´ductible de la base.
(vii) Soit π : X → S est un morphisme d’espaces complexes. Alors,
• (Remmert [Re]) SiX et S sont de dimension pure avec S localement irre´ductible
alors on a les e´quivalences
(a) π ouvert
(b) Dimxπ
−1π(x) = DimxX −Dimπ(x)S = m− r, ∀x ∈ X
(c)Dimπ−1(s) = m− r, ∀ s ∈ π(X)
• X , S de dimension pure et π ouvert impliquent que les fibres sont de dimen-
sion constante pure. Les morphismes de normalisation faible ou forte montrent que
la re´ciproque est e´videmment fausse.
• si les fibres et S sont de dimension pures et π ouvert surjectif alors X est de
dimension pure. L’exemple (b.ii) montre aussi que la re´ciproque est fausse puisque
S2 et les fibres de π sont de dimension pure mais π n’est pas ouvert car sinon
π−1(S2) serait de dimension pure aussi! On peut aussi avancer le fait que le sous
ensemble ouvert X1 s’envoie sur S1 qui n’est pas ouvert !
• si π est ouvert et a` fibres de dimension pure constante alors S de dimension
pure est e´quivalent a` X de dimension pure.
• si π est e´quidimensionnel et S localement irre´ductible alors π est ouvert.
1.2.1.3. Morphisme universellement e´quidimensionnel.
De´finition: Soient n un entier naturel et π : X → S un morphisme d’espaces
complexes (avec S e´ventuellement re´duit). Nous dirons que π est n-universellement
e´quidimensionnel s’il est ouvert et a` fibres de dimension pure constante.
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Comme les proprie´te´s d’eˆtre ouvert et a` fibres de dimension constante sont stables
par changement de base arbitraire, il en va de meˆme de la notion de universellement
e´quidimensionnel.
1.2.1.4. Remarques.
A ce stade, attirons l’attention du lecteur sur la de´finition non standard de l’e´quidimensionnalite´
propose´e dans [B.M]. En effet, cette de´finition n’exige pas le point (ii) de la
de´finition d’usage (cf (1.2.1.1)) et tole`re implicitement les fibres vides. Mais alors,
il ne sera pas du tout vrai que la purete´ de la dimension de S entraine celle de
X comme nous le montre le premier exemple de (1.2.1.2.1) ou tout autre exem-
ple avec S = Cm et X un espace complexe quelconque de dimension non pure.
La de´finition usuelle imposerait a` X d’eˆtre de dimension pure si S l’est ! (si X
et S sont de dimension pure et π a` fibres de dimension pure constante, π n’est
pas ne´cessairement ouvert comme le montre le morphisme de normalisation; on
peut aussi avoir la purete´ des dimensions de X et S et un morphisme a` fibres de
dimension pure mais non constante comme dans le cas des e´clatements).
Par ailleurs, elle nous force a` introduire les cycles relatifs de dimension mixte (si
toutefois ils sont bien de´finis!); ce que l’on se garde d’envisager ici.
Conse´quence de cela, il nous parait pre´fe´rable d’appeler pseudo-e´quidimensionnel
ce qui est appele´ e´quidimensionnel dans [B.M].
1.2.2. Cycle relatif.
1.2.2.1. Cycles associe´s aux fibres d’un morphisme.
Si X est localement de dimension pure et π : X → S est ge´ne´riquement ouvert, les
proce´dures de´crites dans [Tu] ou [B.M], permettent de munir (ge´ne´riquement sur
S suppose´ re´duit) de multiplicite´s les fibres de π et donc de de´finir une application
naturelle





les composantes irre´ductibles et les entiers µi,s les multiplicite´s associe´es. Le lemme
3.1 de [Si] nous dit, d’ailleurs, que c’est une injection continue.
1.2.2.2. De´finition: SiX et S sont deux espaces analytiques complexes re´duits, on




ou` les nj sont des entiers relatifs et les Xj des sous espaces analytiques irre´ductibles
re´duits de S×X tel que le morphisme F : |X | :=
⋃
j
Xj → S, induit par la projection
S × X → S, soit universellement e´quidimensionnelle. Il est dit effectif si nj ≥ 0




1.3.1. Comme nous l’avons de´ja` dit C∗(X) est un espace topologique de Hausdorff
a` topologie de´nombrable. Mais n’e´tant jamais localement compact, en ge´ne´ral, il ne
peut eˆtre muni d’une structure analytique complexe. Cette lacune ne nous permet
pas de parler d’application analytique globale a` valeurs dans C∗(X) et nous force a`
travailler avec des familles analytiques locales de cycles (cf [B1]).
Une famille de cycles (Xs)s∈S d’un espace complexe X parame´tre´e par un espace
complexe re´duit S est dite continue s’il lui est associe´ une application continue
Ψ : S → C∗(X) de´finie comme dans (1.2.2.1.). La famille est dite analytique locale
si elle est continue et donc associe´e a` une application continue Ψ qui est de plus
”localement analytique” dans le sens suivant:
pour tout s0 de S, il existe un voisinage ouvert S0 de s0 ve´rifiant que, pour toute
e´caille E := (V, σ, U, B) S0-adapte´e (muni de la projection canonique p1 : U ×B →
B), l’application “classifiante F : S0 × U → Sym
k(B), associant a` (s, t) le 0-cycle
p1∗([{t} ×B] ∩ σ∗(Ψ(s))), est analytique.
Cette donne´e correspond bien a` une fonction analytique locale sur S a` valeurs dans
un espace banachique. De fac¸on pre´cise, si E := ((Uα, Bα, σα))α∈A est une famille







Dans le cas des cycles non compacts, le comportement parfois anarchique des cycles
ne permet pas de se suffire d’une e´tude locale pour en de´duire l’aspect global. Nous
renvoyons a` ce propos a` [Ma] pour se rendre compte des difficulte´s inhe´rentes a`
cette situation.
1.3.2. La notion de platitude ge´ome´trique continue et analytique.
Rappelons que cette notion re´pond a` la question de savoir si les fibres d’un mor-
phisme d’espaces complexes π : X → S peuvent eˆtre munies de multiplicite´s con-
venables de sorte a` ce qu’elles soient induites par une famille analytique locale ou
seulement continue de cycles. Le point (ii) de la remarque (1.3.3) qui va suivre
montre que, par e´gard au cas propre se raccrochant a` la situation universelle, les
morphismes candidats se doivent d’eˆtre ne´cessairement universellement ouverts.
Cette condition n’est pas du tout suffisante comme le montre des exemples sim-
ples de normalisation faible (cf (1.3.6)). En re`gle ge´ne´ral, un morphisme avec
e´clatement (meˆme ”cache´s”) est aux antipodes de ce que l’on attend.
En s’inspirant de [B.M], nous allons commencer par donner la :
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1.3.2.1. De´finition Soient n un entier naturel et π : X → S un morphisme
d’espaces analytiques complexes re´duits universellement n-e´quidimensionnel. Soit
X un cycle S-relatif effectif de S ×X .
Nous dirons que X est une ponde´ration pour π si
(⋆) |X| ∩ ({s} ×X) = {s} × π−1(s), ∀ s ∈ S
Elle sera dite
• continuˆment ge´ome´triquement plate si X induit une application continue Ψπ :
S → Cn(X) \ {0}
• analytiquement ge´ome´triquement plate si X correspond au graphe d’une
famille analytique locale de n- cycles de X ou que l’application pre´ce´dente Ψπ
est localement analytique dans le sens de (1.3.1).
On dira souvent, par abus de langage, que π est continuˆment (resp. analytiquement)
ge´ome´triquement plat s’il est muni d’une ponde´ration ayant cette proprie´te´.
1.3.2.2. De´finition Soient π : X → S un morphisme universellement n-e´quidimensionnel
d’espaces complexes re´duits et Σ un sous espace de S tel que le morphisme de´duit
de π dans le changement de base Sgen := S\Σ→ S(11) soit muni d’une ponde´ration
Xgen continuˆment (resp.analytiquement) ge´ome´triquement plate. Alors π est dit
fortement continuˆment (resp.analytiquement) ge´ome´triquement plat s’il existe une
ponde´ration X continuˆment (resp.analytiquement) ge´ome´triquement plate de π telle
que X|Sgen×X = Xgen.
Cela revient a` dire que l’application Ψπgen : Sgen → C∗(X) donne´e par s →
[π−1(s)] :=
∑
i µi,s.[Xi,s] se prolonge en une application continue (resp. analy-
tique locale) Ψπ : S → C∗(X) \ {0}.
1.3.3. Remarques.
(i) La notion de ponde´ration effective est de nature locale sur X et S.
(ii) Si la base est faiblement normal, fortement continuˆment ge´ome´triquement plat
correspond a` ge´ome´triquement plat de Siebert[Si] et continuˆment ge´ome´triquement
plat a` faiblement ge´ome´triquement plat; fortement analytiquement ge´ome´triquement
plat correspond a` ge´ome´triquement plat de Barlet [B2].
(iii) Un morphisme π : X → S universellement e´quidimensionnel d’espaces analy-
tiques complexes re´duits admet toujours une ponde´ration naturelle donne´e par le
graphe de π. En effet, si Gπ est ce graphe (qui est un sous espace analytique com-
plexe de S ×X) et
⋃
j
Gjπ sa de´composition en composantes irre´ductibles, le cycle
(11) Meˆme si S \ Σ n’est pas ne´cessairement ouvert, en ge´ne´ral, Ψπgen est ne´anmoins bien





[Gjπ] est une ponde´ration au sens de la de´finition pre´ce´dente. Si S
est normal, cette ponde´ration naturelle est en fait analytiquement ge´ome´triquement
plate. En ge´ne´ral, elle n’est meˆme pas continuˆment ge´ome´triquement plate. D’ailleurs
des exemples simples montrent que la condition (⋆) ne garantit pas du tout l’existence
d’une application continue Ψπ.
(iv) Dans le cas d’un d’un morphisme propre, la platitude ge´ome´trique s’exprime
naturellement en terme d’espace de Barlet B(X). En effet, au vu de ce qui a e´te´
dit pre´ce´demment dans (1.0.2.2), cela revient exactement a` montrer qu’il existe
une application analytique Ψπ : S → B(X) sur S tout entier avec |Ψπ(s)| = π−1(s)
pour tout s ∈ S.
Notons B(X)#X le sous espace d’incidence, π# : B(X)#X → B(X) le morphisme
universel et B# le cycle relatif universel associe´ a` la famille universelle. Alors, π#
est, par de´finition, analytiquement ge´ome´triquement plat et par suite ouvert et
a` fibres de dimension pure constante. Par re´fe´rence a` cette situation universelle,












et auquel cas, il sera alors ponde´re´ par le cycle relatif Xπ := Θ∗(B#).
Les proprie´te´s de constance des fibres et d’ouverture d’un morphisme e´tant sta-
bles par changement de base, tout morphisme π rendant commutatif le diagramme
pre´ce´dent est ne´cessairement ouvert et a` fibres de dimension pure constante c’est-
a`-dire universellement n-e´quidimensionnel.
Cela nous montre qu’une condition ne´cessaire pour qu’un morphisme d’espaces
complexes soit analytiquement ge´ome´triquement plat est qu’il soit universellement
e´quidimensionnel et surjectif; ce qui e´limine la plupart des morphismes avec e´clatements
! Encore une fois, des exemples simples montreront au lecteur que cette condition
n’est pas suffisante et dans certain cas ne garantit meˆme pas la continuite´ (en tant
que cycles) de la famille de´finie par les fibres.
1.3.4. Notations.
Nous de´signerons par :
• E(S, n) l’ensemble de tous les morphismes d’espaces analytiques complexes π :
X → S universellement n-e´quidimensionnels,
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• Epond(S, n) l’ensemble des morphismes universellement n-e´quidimensionnels mu-
nis d’une certaine ponde´ration X,
• Gc(S, n) (resp. Ga(S, n)) le sous ensemble de Epond(S, n) constitue´ d’e´le´ments
dont la ponde´ration est continuˆment ge´ome´triquement plate (resp analytiquement
ge´ome´triquement plate). Dans la suite, nous donnerons des exemples simples mon-
trant que les inclusions
Ga(S, n) ⊂ Gc(S, n) ⊂ Epond(S, n) ⊂ E(S, n)
sont ge´ne´ralement strictes.
1.3.5. Les familles continues (resp. analytiques locales) de cycles ge´ne´riquement
re´duits.
A l’origine, cette notion de platitude ge´ome´trique e´tait re´serve´e aux familles ge´ne´riquement
re´duites (cf [B2]) et e´taient de´finies, pour un morphisme propre d’espaces complexes
irre´ductibles π : X → S, de fibre ge´ne´rique de dimension pure n, muni d’un ferme´
analytique d’inte´rieur vide dans S que l’on note Σ(12) et d’une application holo-





e´tant les composantes irre´ductibles de π−1(s) (en nombre fini puisque π est propre),
en disant que π est ge´ome´triquement plat (c’est-a`-dire fortement analytiquement
ge´ome´triquement plat dans notre terminologie) si et seulement si Ψπgen se prolonge
analytiquement sur S tout entier.
On peut sensiblement ge´ne´raliser cette de´finition (cf [Va]) au cas d’un un mor-
phisme π : X → S propre et n- e´quidimensionnel d’espaces complexes re´duits.
Ainsi, π : X → S e´tait dit ge´ome´triquement plat (ou fortement analytiquement
ge´ome´triquement plat selon notre de´finition) si il existe une famille analytique
(Xs)s∈S de n-cycles de X parame´tre´e par S telle que
(i) Xs = [π
−1(s)], si s est re´gulier(13)
(ii) |Xs| = π−1(s) pour tout s ∈ S.
En dehors des cas particuliers ou` S est localement irre´ductible, faiblement normal
ou normal, on ne peut absolument rien dire sur l’existence d’un tel prolongement
meˆme par continuite´!
Cette approche pre´sente deux inconve´nients majeurs a` savoir ses de´fauts de fonctori-
alite´ flagrants et le fait qu’elle ne s’interesse qu’aux familles ge´ne´riquement re´duites
(12) On peut prendre Σ comme e´tant la re´union des points non normaux de S et des sous
ensembles {s ∈ S : dim(π−1(s)) > n}
⋃
{s ∈ S : π−1(s) estmultiple}
(13) Cela signifie que s est lisse dans S et qu’ aucune composante irre´ductible de π−1(s) n’est
contenue dans le lieu singulier de X ou dans le lieu constitue´ des points de X en lesquels π
n’est pas de rang maximum.
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puisqu’en en e´vitant des ferme´s d’inte´rieur vide aussi “gros” on e´limine des situa-
tions ge´ome´triques simples telle que famille de coniques de´ge´ne´rant en une droite
double ! (14)
En supposant S faiblement normale (15) et l’image de π dense dans S ( donc
pas ne´cessairement propre ou surjectif et en autorisant les composantes multiples!),
Siebert ([Si]) proposait les de´finitions suivantes:
soient π : X → S un morphisme ge´ne´riquement ouvert, E le lieu de de´ge´nerescence
de π (cf [Fi], [Si]), N le lieu non normal de S et Sgen := π(S\π
−1(N∪π(X))). Alors
π est ge´ome´triquement plat(16)(c’est-a`-dire fortement analytiquement ge´ome´triquement
plat dans notre terminologie) si l’application associe´e Ψπgen : Sgen → C∗(X) \ {0} se
prolonge continuˆment sur S et il est dit faiblement ge´ome´triquement plat (c’est-
a`-dire continuˆment ge´ome´triquement plat dans notre terminologie) si il existe une
certaine application continue Ψπ : S → C∗(X) \ {0}.
Dans [Si] ( proposition 5.3, p.258), on retrouve le fait que la platitude ge´ome´trique
forte est associe´e aux familles analytiques de cycles ge´ne´riquement re´duits.
La platitude ge´ome´trique dont il sera question dans cet article correspond a` la
platitude ge´ome´trique faible de Siebert sur une base re´duite quelconque a` laquelle
on rajoute une condition d’analyticite´ locale. Comme nous allons le voir cette
notion be´ne´ficie, quant a` elle, de bonnes proprie´te´s fonctorielles en les arguments.
1.3.6. Quelques remarques ge´ne´rales sur la platitude ge´ome´trique .
On a de´ja` signale´ au lecteur que, pour espe´rer greffer une structure de cycles sur les
fibres d’un morphisme d’un espace complexe, l’ouverture est une condition absol-
ument ne´cessaire mais loin d’eˆtre suffisante. En conse´quence, les morphismes avec
e´clatements sont a` e´viter en ge´ne´ral. Les exemples simples suivants (donne´s en
ge´ne´ral par les normalisations fortes ou faibles) vont permettre d’illustrer les prin-
cipales obstructions rencontre´es. Rappelons que le morphisme de normalisation
faible est fini, surjectif et ouvert.
(i) Morphisme e´quidimensionnel surjectif non ge´ome´triquement plat.
(14) Il est facile de se convaincre qu’une condition ne´cessaire assurant l’analyticite´ d’une
famille ge´ne´riquement re´duite (Xs)s∈S est que, pour tout s, les composantes irre´ductibles
Xi,s de π
−1(s) ne soient pas entie`rement incluse dans Σ3 := {(s, x) ∈ S ×X : X nonS − lisse en (s, x)}.
(15) Cette condition assure l’existence d’un prolongement analytique de toute fonction con-
tinue et ge´ne´riquement holomorphe sur S et permet, ainsi, de se suffire d’une e´tude locale
et un traitement “presque topologique “ de la question.
(16) Si π est propre, on retrouve la notion de platitude forte puisque sur un espace faiblement
normal toute fonction continue et ge´ne´riquement holomorphe est holomorphe.
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• Conside´rons l’exemple de la page 76 de [G.P.R], de la surface faiblement normale
de C3 commune´ment appele´e “parapluie de Cartan” et donne´e par
S := {(x, y, z) ∈ C3 : x3 − z(x2 − y2) = 0}. Elle est irre´ductible, non localement
irre´ductible (car sinon elle serait normale!) et admet pour lieu singulier la re´union
des droites Σ1 = {x = y = 0} et Σ2 = {x = z = 0} dans C3. Soit X = C2 et π :
X → S le morphisme fini et surjectif qui a` (u, v) associe (v(u2−v2), v(u2−v2), v3).
Alors, il est facile de constater que π−1(s) est constitue´ d’un point pour s = 0, de
six points pour s ∈ Σ1 \{0} et de trois points si s ∈ Σ2 \{0} et que, par conse´quent,
le degre´ du reveˆtement ramifie´ ge´ne´ralise´ n’est pas localement constant. Cette
pathologie se rencontre fre´quemment quand le morphisme n’est pas ouvert.
• Soit X := C et S := {(x, y) ∈ C2 : x3 − x2 + y2 = 0} et
π : X → S
t→ (1− t2, t2 − t3)
qui est un morphisme e´quidimensionnel mais non ouvert (ce n’est pas la normali-
sation faible) induisant une application ge´ne´riquement holomorphe
Ψπgen : S − {0, 0} → B0(X)
(x, y)→ { y
x
}
La fonction me´romorphe yx est localement borne´e puisqu’elle ve´rifie une e´quation de
de´pendance inte´grale mais ne se prolonge pas continuˆment sur S qui est irre´ductible,
faiblement normal mais non localement irre´ductible car sinon il serait normal! Dans
ce cas, π n’est meˆme pas continuˆment ge´ome´triquement plat.
• Dans la meˆme veine, conside´rons
X := {(x, y, z) ∈ C3 : x = z2 − 1; y = z3 − z}
S := {(x, y) ∈ C2 : y2 = x2(x+ 1)} et π : X → S induit par la projection canonique
p : C3 → C2 envoyant (x, y, z) sur (x, y). Alors X et S sont de dimension pure 1, S
est irre´ductible (puisque c’est l’image de C par l’application t→ (t2 − 1, t3 − t)), π
est e´quidimensionnel mais non ouvert puisqu’ un voisinage ouvert lisse de (0, 0, 1)
dans X ne peut eˆtre applique´ sur un voisinage ouvert de (0, 0) dans S dont le
germe en ce point est la re´union de deux germes lisses. La` encore, il est facile de
voir que la fonction me´romorphe et localement borne´e
y
x
ne se prolonge pas de
fac¸on continue sur S qui est de toute e´vidence non localement irre´ductible. il en
re´sulte que l’application ge´ne´riquement holomorphe
Ψπgen : S − {0, 0} → B0(X)
(x, y)→ {x, y, y
x
}
ne se prolonge pas par continuite´ sur S.
(ii) Morphisme e´quidimensionnel surjectif ouvert et non ge´ome´triquement
plat.
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En ge´ne´ral, les morphismes de normalisation faible re´pondent a` ces crite`res. Pour
l’illustrer, conside´rons l’exemple simple donne´ par:
X := C, S := {(x, y) ∈ C2 : x3 − y2 = 0} et π : X → S le morphisme de normali-
sation faible (ou forte!) donne´ par t→ (t2, t3).
π est universellement 0-ouvert et induit une application (ge´ne´riquement holomor-




Comme S est localement irre´ductible et que la fonction me´romorphe yx ve´rifie une
e´quation de de´pendance inte´grale, elle se prolonge continuˆment sur S. Ainsi π est
fortement continuˆment ge´ome´triquement plat puisque l’application Ψπgen se pro-
longe continuˆment sur S. Mais ce dernier e´tant non faiblement normal, ce pro-
longement n’est pas holomorphe et donc π n’est donc pas fortement analytiquement
ge´ome´triquement plat.
(iii) La platitude ge´ome´trique forte n’est pas stable par changement de
base.
C’est le de´faut majeur de cette notion que l’on peut comprendre aise´ment puisque,
par changement de base, on ne peut empeˆcher, en ge´ne´ral, l’apparition de branches
multiples. Pour s’en convaincre, il suffit de conside´rer l’exemple de Douady d’une
re´union de deux plans de C4 dont la projection canonique sur C2 est ouverte mais
non plate. A un changement line´aire de coordonne´es pre`s, on retrouve cet exemple
dans [V] exprime´ sous la forme:
Soient X := {(z1, z2, z3, z4) ∈ C4 : z1z2 = z1z4 = z2z3 = z3z4 = 0}, S := C2,
S′ := {(x1, x2) ∈ C
2 : x1x2 = 0}. Conside´rons les morphismes π : X → S et ν :
S′ → S donne´s, respectivement, par π(z1, z2, z3, z4) = (z1+z2, z3+z4) et ν(x1, x2) =
(x1, 0). Alors dans le diagramme carte´sien








π est fortement ge´ome´triquement plat puisqu’il est e´quidimensionnel sur une base
normale mais π1 ne l’est pas puisque ce produit fibre´ est constitue´ d’une droite
triple et de deux droites simples au dessus de chacune des deux branches de S′.
Remarquons qu’en ponde´rant la droite triple par un coefficient 2 et chacune des
droites simples d’un coefficient 3, π1 devient analytiquement ge´ome´triquement plat.
1.3.7. Exemples standards de morphismes analytiquement ge´ome´triquement
plats.
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Les cas fre´quemment rencontre´s sont ceux donne´s par :
• La ponde´ration standard: Soient Z et S deux espaces analytiques complexes avec
S re´duit, (Xs)s∈S une famille analytique de n-cycles de Z parame´tre´e par S dont le
support du graphe X = {(s, z) ∈ S × Z : z ∈ |Xs|} (muni de sa structure re´duite)
est muni de la projection π : X → S induite par la projection canonique de S × Z
sur S. la projection canonique. Alors le graphe de la famille ({s}×Xs)s∈S, qui est
un cycle X de S × Z, est une ponde´ration analytiquement ge´ome´triquement plate
de π.
• La ponde´ration alge´brique: Tout morphisme plat d’espaces complexes et n- e´quidimensionnel,
π : X → S, est naturellement ponde´re´ ge´ome´triquement. En effet, si π est propre,
le morphisme Douady -Barlet (cf (1.0.2.2) ou [B1], chap. V, thm 8) permet de
donner un sens a` cela en prenant pour ponde´ration ge´ome´triquement plate le cycle
donne´ par le graphe de la famille analytique ([π−1(s)])s∈S (ou` [π
−1(s)] est le cy-
cle associe´ au sous espace π−1(s)). Dans le cas ge´ne´ral, la proce´dure est la meˆme
puisque assigner des multiplicite´s est une ope´ration locale sur X . A la lumie`re
du the´ore`me 2, ce qui vient d’eˆtre dit est valable pour les morphismes d’espaces
complexes de Tor-dimension finie avec base re´duite.
• La ponde´ration normale: tout morphisme π : X → S e´quidimensionnel sur une
base normale S est analytiquement ge´ome´triquement plat; en fait fortement analy-
tiquement ge´ome´triquement plat.
• Les deux premiers exemples du paragraphes (1.1) donnent des morphismes an-
alytiquement ge´ome´triquement plats sur une base normale et faiblement normale
respectivement alors que le dernier est seulement continuˆment ge´ome´triquement
plat sur une base non faiblement normale.
Pour terminer, citons les exemples suivants tire´s de [B.M] et [Si] pre´sentant deux
situations diffe´rentes dans lesquelles il est possible ou pas “d’ajuster” convenable-
ment les multiplicite´s du cycle relatif donne´ naturellement par le graphe du mor-
phisme, de sorte a` rendre cette ponde´ration analytiquement ou seulement con-
tinuˆment ge´ome´triquement plate.
• Soient S = {(x, y) ∈ C2/xy = 0}, X1 = {(x, y, z) ∈ C3/z2 = x, y = 0},
X2 = {(x, y, z) ∈ C
3/z3 = y, x = 0} et X = X1
⋃
X2.
Soit π : X → S induit par la projection canonique p : C3 → C2 donne´e par
(x, y, z)→ (x, y). Alors, π est un morphisme fini surjectif et ouvert dont le graphe
admet les deux composantes irre´ductibles X˜1 = {(x, y, a, b, c) ∈ C3/c2 = a = x, y = b = 0}
et
X˜2 = {(x, y, a, b, c) ∈ C
3/c3 = b = y, x = a = 0}.
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Alors, le cycle relatif Y1 := [X˜1] + [X˜2] est une ponde´ration naturelle du mor-
phisme π. Mais vu les multiplicite´s, il ne peut faire de π un morphisme con-
tinuˆment ge´ome´riquement plat. Par contre, le cycle relatif Y2 := 3[X˜1] + 2[X˜2]
est une ponde´ration continuˆment ge´ome´riquement plate et donc analytiquement
ge´ome´triquement plate puisque la base est faiblement normale.
• Soient S1 := {(x, y, t) ∈ C3 : t = 0}, S2 := {(x, y, t) ∈ C3 : y = 0},
X1 := {(x, y, z, t) ∈ C4 : x2 + y2 − z2 = t = 0} etX2 := {(x, y, z, t) ∈ C4 : x− z = y = 0}.
Posons X := X1
⋃
X2, S := S1
⋃
S2 et π : X → S le morphisme ouvert, fini et sur-
jectif induit par la projection line´aire p : C4 → C3 envoyant (x, y, z, t) sur (x, y, t).
Alors, pour i = 1, 2, on a π(Xi) = Si et les multiplicite´s des restrictions de π a` X1
et X2 sur X1 ∩X2 au dessus de (0, 0) coincident et valent 1 (en dehors de ce point,
elles valent 2 et 1 respectivement). La platitude ge´ome´trique imposerait l’e´galite´
des poids associe´s aux diffe´rentes composantes irre´ductibles ce qui ne peut avoir lieu
ici puiqu’il est impossible de choisir un couple d’entiers non nuls (a, b) ponde´rant
chacune des composantes irre´ductibles de sorte a` re´cupe´rer, par continuite´, la valeur
1 !
1.3.8. Proprie´te´s fonctorielles de la notion de platitude ge´ome´trique
analytique ou continue.
1.3.8.1. Fonctorialite´ basique.
Tout comme la platitude, cette notion est de nature locale sur la source; ce qui
rame`ne bon nombre de proble`mes sur les morphismes ge´ome´triquement plats a` des
proble`mes d’alge`bres analytiques locales.
Dans la suite, nous e´crirons “ge´ome´triquement plat” quand l’e´nonce´ propose´ est
valable aussi bien pour continuˆment ge´ome´triquement plat que pour analytiquement
ge´ome´triquement plat.
(1) Compatibilite´ avec les changements de bases sur S: :
Soient π : X → S un morphisme n-ge´ome´triquement plat et η : T → S un mor-
phisme d’espaces complexes re´duits de dimension localement pure. Le morphisme
πˆ : T ×S X → T de´duit du changement de base η est naturellement n- universelle-
ment e´quidimensionnel (rappelons a` ce sujet, que de fac¸on ge´ne´rale, un morphisme
est ouvert si et seulement si sa restriction au re´duit est ouverte). La platitude
ge´ome´trique se lit donc sur πˆred : (T ×S X)red → S. Soit X le cycle relatif de´finit
par π. Comme la notion de famille analytique (resp. continue) de cycles est sta-
ble par changement de base, πˆ est aussi ge´ome´triquement plat de ponde´ration
Θ∗(X ) := Xˆ associe´e a` la famille (Xη(t))t∈T .
(2) Compatibilite´ avec les inclusions ouvertes sur X:
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Si U est un ouvert de X dont l’image par π est l’ouvert SU et j : U → X l’injection
naturelle. Alors, de fac¸on naturelle, le morphisme induit π : U → SU est aussi
ge´ome´triquement plat.














un diagramme commutatif de S-morphismes d’espaces
complexes re´duits avec f propre et surjectif. Soient F := f × Id : S ×X → S × Z
le morphisme propre de´duit de f et X le cycle relatif ponde´rant π. Il est facile de
voir que F∗(X ) est une ponde´ration ge´ome´triquement plate naturelle de π˜.
1.3.8.2.Image re´ciproque de cycles par un morphisme ge´ome´triquement
plat et composition.
Il est bien connu que si π : X → S est un morphisme plat d’espaces complexes,
l’image re´ciproque d ’un cycle Y de S est bien de´finie (cf [Fu]) puisque pour tout
sous espace Z de S on a [π∗(Z)] = π∗[Z]. Il se trouve qu’elle garde encore un sens
si π est analytiquement ge´ome´triquement plat. En effet, sa ponde´ration permet de
“distribuer” convenablement les multiplicite´s sur les composantes irre´ductibles de
l’image re´ciproque ensembliste. D’ailleurs, le the´ore`me 2 (cf e´nonce´ p.9) permet de
de´crire et d’expliciter, par le biais du the´ore`me 0 (cf p.77), le calcul des multiplicite´s.
Comme ces questions sont plus ou moins lie´es a` la the´orie de l’intersection que nous
n’abordons pas, nous renvoyons le lecteur, pour plus d’informations en la matie`re,
au §8, p.130 de [Fu] ou a` la page 840 de [B.M] proposant les re´sultats connus de
Fulton mais exprime´s dans le langage de l’espace des cycles et en terme de la notion
de famille analytique de cycles parame´tre´e par un espace complexe lisse.
1.3.8.2.0. Image re´ciproque d’un cycle.
Soit π : X → S un morphisme analytiquement ge´ome´triquement plat de poids X.
Soit Y un sous ensemble irre´ductible de S et π−1(Y ) =
⋃
m
Ym la de´composition en
composantes irre´ductibles de son image inverse. Soit alors µm le plus petit degre´ de






et on l’appelle it image re´ciproque analytiquement ge´ome´triquement plate de Y . Il




kiYi (la somme e´tant toujours suppose´e localement finie et Yi irre´ductible)
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en de´finissant une application π∗ : C(S)→ C(X).
On peut remarquer que cette image re´ciproque s’exprime naturellement en fonction
de la ponde´ration. En effet, pour chaque entier i, le changement de base Yi →֒ S,
donne un cycle bien de´fini par la relation Yi := X • (Yi × X) correspondant a`
la ponde´ration analytiquement ge´ome´triquement plate de Red(Yi ×S X) → Yi et
repre´sentant le graphe de la famille analytique (resp. continue) de cycles de´duite
de la famille analytique (resp. continue) ([π−1(s)])s∈S. Cela nous permet de dis-
tribuer convenablement les multiplicite´s sur chacune des composantes irre´ductibles





1.3.8.2.1. Image re´ciproque d’une famille cycles.
L’image re´ciproque d’une famille analytique (resp. continue) de cycles par un mor-
phisme ge´ome´triquement plat se de´finit de fac¸on similaire (cf [B.K] ou [Si]).
En effet, si π : X → Z est un morphisme ge´ome´triquement plat de poids X et
(Cs)s∈S une famille analytique ou continue de cycles de Z parame´tre´e par l’espace
complexe re´duit S. Alors, pour chaque s ∈ S, on de´finit, comme pre´ce´demment, le
cycle XCs := π
∗(Ct) comme le graphe de la famille analytique ou continue de´duite
du changement de base Cs →֒ Z.
1.3.8.2.3. Composition de morphismes ge´ome´triquement plats.
Disons tout de suite que la classe des morphismes analytiquement ge´ome´triquement
plats n’est, en ge´ne´ral, pas stable pour la composition comme le montre le contre
exemple de [B1] cite´ dans §(1.1), (iii), p.28. Par contre, celle des continuˆment
ge´ome´triquement plats l’est.
Commenc¸ons par voir, dans le cas propre, ou` se nichent les e´ventuelles obstruc-
tions. Soit π1 : X → S (resp. π2 : S → T ) un morphisme analytiquement
ge´ome´triquement plat de dimension relative n1 (resp. n2). Si ces morphismes sont
propres, on a des plongements analytiques η1 : S → Bn1(X) (resp. η2 : T →
Bn2(S)) donnant une application analytique η : T → Bn2(S) → Bn2(Bn1(X)).
Alors, montrer que la compose´e π := π2oπ1 est analytiquement ge´ome´triquement
plate revient exactement a` montrer que l’application ge´ne´riquement holomorphe
ψ : Bn2(Bn1(X)) → Bn1+n2(X) se prolonge analytiquement. Il en re´sultera que
l’application continue et ge´ne´riquement holomorphe T → Bn1+n2(X) est en fait
analytique; ce qui traduit la platitude ge´ome´trique analytique de π.
Si la base est faiblement normale et sans condition de proprete´, on a le re´sultat
positif (cf [Si], proposition 5.12, p.262) pour les morphismes fortement ge´ome´triquement
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plats selon notre terminologie. Il n’est pas difficile de le donner sous la forme
ge´ne´rale
Proposition 1. Soient π1 : X → S et π2 : S → T des morphismes analytique-
ment ge´ome´triquement plats d’espaces analytiques complexes re´duits (de´nombrables
a` l’infini) avec T faiblement normal. Alors la compose´e π : X → S est un mor-
phisme analytiquement ge´ome´triquement plat.
De´monstration. Comme le proble`me est de nature locale, conside´rons un point x0
de X dans S × U ×B et une e´caille adapte´e a` St0 pre`s de π1(x0) donne´e par le T -
plongement S →֒ T×U ′×B′ et une e´caille adapte´e a`Xπ1(x0) (autour de x0 ) relative
au plongement X →֒ S×U ×B →֒ T ×U ′×U ×B′×B. associe´es aux applications
analytiques fX/S : S × U → Sym




associe´es aux morphismes trace: T 0f : π1∗(OX)→ OS×U et T
0
g : π2∗(OS)→ OT×U ′ .




B′) obtenu en composant les applications holomorphes suivantes:
gS/T × IdU : T × U















ou` p : S → B′ est la compose´e de la projection sur B′ avec le plongement de S dans
T × U ′ × B′. h est manifestement analytique puisqu’il est associe´ au morphisme
trace (de´duit de T 0f et T
0
g ⊗ IdU ):
Th : (π2oπ1)∗(OX)→ OT×U ′×U
La faible normalite´ de l’espace des parame`tres assure l’analyticite´ du changement
de projection ([B1], the´ore`me 2, p.42) et donc le re´sultat. 
1.3.8.2.3. Remarques.
Dans ce qui pre´ce`de, nous avons implicitement utiliser les proprie´te´s fondamentales
des morphismes traces :
• Si f : X → S et g : S → T sont deux morphismes finis et ge´ome´triquement plats,
la famille (f(g−1(U)))U∈T indexe´es par les ouverts de T est une base d’ouverts de
S
• la compose´e des traces est la trace des compose´es.
• Par ailleurs la ponde´ration naturellement induite par la compose´e des morphismes
π1 et π2 est de´finie par une intersection de cycles de´crites de la fac¸on suivante :
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Soit X1 (resp. X2) la ponde´ration de π1 (resp. π2) qui est un cycle de X ×S (resp.
S × T ) et conside´rons le diagramme


























Alors la ponde´ration de π est donne´e par le cycle X de X × S ve´rifiant
p∗(X ) = p∗1(X1) • p
∗
2(X2)
ou bien (a` e´quivalence analytique pre`s)
X = p∗1(X1) • p
∗
2(X2) ∩ [S × S]
La condition d’incidence, qui est naturellement satisfaite, permet de donner un sens
a` ce cap produit.
On peut sensiblement ame´liorer la proposition pre´ce´dente en donnant la
Proposition 2. Avec les hypothe`ses de la proposition 1 et en supposant
S faiblement normal et T seulement re´duit. La compose´e est analytiquement
ge´ome´triquement plate.
De´monstration. En vertu de la proposition 7 de (1.3.9), T est ne´cessairement faible-
ment normale et dans ce cas le re´sultat de´coule de la proposition 1. 
1.3.9. Quelques petits re´sultats.
Les re´sultats les plus significatifs font l’objet de [KII].
Proposition 3.
(i) ([B.M],Prop.2,p.814). Soit (Xs)s∈S une famille analytique de cycles d’un espace
complexe Z parame´tre´e par un espace re´duit S. Alors la fonction
ν : S × Z → N; (s, z)→ multz(Xs)
est semi-continue supe´rieurement pour la topologie de Zariski.
(ii)([B.M],Prop.A1,p.839). Soit π : X → S un morphisme e´quidimensionnel et
ouvert d’espaces complexes re´duits. Alors, l’ensemble des points de X en lesquels
π n’est pas ge´ome´triquement plat est un ouvert dense (et meˆme de Zariski !).
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Proposition 4.
(i) ([Si],Prop.5.8) , [B1]. Soit π : X → S un morphisme ouvert et surjectif d’espaces
complexes dont les fibres ge´ne´riques sont de dimension constante sur S faiblement
normal. Alors π est (fortement) ge´ome´triquement plat si et seulement si pour tout
point x ∈ X et une certaine projection (donc pour toute) η : W → U , x ∈ W
ouvert de X et V = π(W ), le reveˆtement ramifie´ (π, η) : W → V × U est de degre´
constant.
(ii) [Sib], Soit π : X → S un morphisme ouvert et surjectif d’un espace complexe
X localement de dimension pure sur un espace complexe S localement irre´ductible.
Alors π est continuˆment ge´ome´triquement plat.
On remarque que sur une base faiblement normal, les notions de “ continuˆment
ge´ome´triquement plat” et “ analytiquement ge´ome´triquement plat” coincident et
se ve´rifient sur une installation locale choisie !
Comme corollaires du the´ore`me 2 de [KII], on obtient
Proposition 5. Soit π : X → S un morphisme ouvert et de corang constant,
avec S re´duit de dimension pure. Alors
(1) π est continuˆment ge´ome´triquement plat si et seulement si pour tout point s0





p // S0 avec f ouvert, fini et surjectif sur Y lisse
sur S0, il existe une application continue Ψ




(2) π est analytiquement ge´ome´triquement plat (ou plus simplement g’eome´triquement
plat) si et seulement si pour tout point s0 de S, il existe un voisinage ouvert
S0 de s0 dans S tel que pour toute installation locale S0-adapte´e (comme ci-
dessus), il existe un entier k (appele´ degre´ ge´ome´trique) et une application analy-
tique Ψπ : Y →
∐
r≥0















Proposition 6. ([KII],corollaire 4, p.35) Soient π : X → S un morphisme uni-
versellement n-e´quidimensionnel d’espaces complexes re´duits etΨπgen : Sgen → C∗(X) \ {0}




de´signent les composantes irre´ductibles et les entiers µi,s les multiplicite´s associe´es.
On a
(i) si S est localement irre´ductible alors π est continuˆment ge´ome´triquement plat.
(ii) si S est faiblement normal et π continuˆment ge´ome´triquement plat alors il est
analytiquement ge´ome´triquement plat.
(iii) si S est normal alors π est analytiquement ge´ome´triquement plat.
Proposition 7. Si π : X → S est un morphisme ge´ome´triquement plat avec X
faiblement normal alors S est faiblement normal.
De´monstration. Il nous faut montrer que toute fonction continue et ge´ne´riquement
holomorphe sur S se prolonge globalement en une fonction holomorphe.
Comme le proble`me est de nature locale sur S, π e´tant ge´ome´triquement plat, donc
universellement e´quidimensionnel a` fibres de dimension pure n et le proble`me de
nature locale sur S, on peut se fixer une factorisation locale X → S ×U → S dans
laquelle U est un polydisque ouvert relativement compact de Cn. Il va de soi que
le proble`me se rame`ne au cas ou` π est ge´ome´triquement plat et fini.
Supposons donc π fini et conside´rons une fonction h continue et ge´ne´riquement
holomorphe sur S. Comme h est me´romorphe localement borne´e, elle de´finit na-
turellement une section du faisceau L0S . L’image re´ciproque de h par π est continue
et de´finit une section du faisceau L0X (fonctorialite´ des faisceaux L
k
•). Mais X
e´tant faiblement normal et π∗(h) me´romorphe continue se prolonge, alors, holo-
morphiquement sur X .
Alors, utilisant les faits que la platitude ge´ome´trique de π est e´quivalente a` la
donne´e d’un morphisme trace T 0f : f∗(OX)→ OS et que la compose´e du pull back
et de la trace donne le morphisme deg(f).Id, il nous est facile de conclure .
1.4. Analogie avec les morphismes plats.
Les morphismes analytiquement ge´ome´triquement plats posse`dent des proprie´te´s
analogues a` celles des morphismes plats et de Tor-dimension finie entre espaces
complexes re´duits a` savoir :
(i) ils sont stables par restriction ouvertes sur X et S. La proprie´te´ d’eˆtre analy-
tiquement ge´ome´triquement plat est une condition ouverte sur X .
(ii) ils sont stables par changements de bases. A noter que les morphismes de
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Tor-dimension finie ne ve´rifient cette proprie´te´ que pour les changements de bases
cohomologiquement transversaux.
(iii) En tant que morphismes universellement e´quidimensionnels, ils se factorisent
toujours, au moins localement par rapport a` chacune de leurs fibres, en morphismes
finis suivis de projections . Mais e´tant ge´ome´triquement plats (essentiellement par
construction de l’espace des cycles), les morphismes finis de la factorisation locale
sont toujours ge´ome´triquement plats. Signalons que la factorisation locale d’un
morphisme de Tor-dimension finie posse`de de´ja` cette prorpie´te´ d’he´ridite´ puisque
le morphisme fini de la factorisation est de Tor-dimension finie mais ge´ne´ralement
fausse dans le cas plat car sinon les fibres seraient des espaces de Cohen Macaulay!.
(iv) ils sont caracte´rise´s par l’existence de morphismes trace dans toute factori-
sation locale; les morphismes plats ou de Tor-dimension finie induisent des mor-
phismes traces qui ne suffisent pas a` les caracte´rise´s.
(v) ils ne sont pas stables par composition alors que les plats le sont! Cette lacune
constitue l’obstruction majeure a` l’e´laboration d’une the´orie de l’intersection avec
parame`tres dans ce cadre.
(vi) Les morphismes de Tor-dimension finie d’espaces complexes re´duits sont ana-
lytiquement ge´ome´triquement plats (cf [KII], corollaire 5, p.35).
II. Morphisme ge´ome´triquement plat et inte´gration
de classes de cohomologie sur les fibres.
2.0. L’inte´gration de classes de cohomologie de type (n, n) sur une famille ana-
lytique de n-cycles d’un espace complexe donne´ remonte au moins a` l’article in-
augurale [A.N] de A. Andre´otti et F. Norguet. Certes le cadre y e´tait assez re-
strictif puisque quasi-projectivite´ de l’ambiant et faible normalite´ de l’espace des
parame`tres e´taient impose´es, mais force est de constater que la technique fonda-
mentale e´tait clairement mise en lumie`re. La ge´ne´ralisation se fait principalement
en trois e´tapes. En utilisant l’espace analytique re´duit des cycles compacts d’un
espace complexe, Barlet montre dans [B1] que le re´sultat principal de [A.N] est
encore vrai sous l’hypothe`se de quasi-projectivite´ de l’ambiant mais sans aucune
hypothe`se, autre que re´duit, sur l’espace des parame`tres. L’e´tape interme´diaire
consiste a` se de´faire de l’hypothe`se lourde de quasi-projectivite´ en imposant seule-
ment a` l’ambiant d’eˆtre une varie´te´ analytique complexe; ce qui est fait dans [B3].
L’e´tape de´cisive entreprise par Barlet et Varouchas dans [B.V] consite a` passer
outre la condition de lissite´ pre´ce´dente et la condition de compacite´ sur les cycles
en conside´rant des familles analytiques locales. Les proble`mes techniques souleve´s
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par cette ge´ne´ralisation ultime sont fondamentalement de deux ordres a` savoir :
faire face au de´faut de l’isomorphisme de Dolbeault et comment assurer la finitude
des inte´grales sur des cycles non compacts. Concernant, l’inte´gration de classes de
type quelconque, on peut signaler qu’un the´ore`me optimal a e´te´ donne´ par l’auteur
dans [K2].
La construction repose essentiellement sur l’utilisation d’un ” bon” de´coupage des
classes de cohomologie, technique apparaissant comme une conse´quence importante
du Lemme de Reiffen [R]:
Proposition .
Soient S ⊂ X ⊂ Z des sous ensembles analytiques complexes d’un espace analytique
complexe Z tels que dimS < n et X −S soit lisse de dimension pure n. Alors pour
tout faisceau cohe´rent F sur Z, on a :
i)Hkc (V,F |V ) = 0 pour tout k > n et tout ouvert V de X .
ii) Pour tout recouvrement ouvert (Vα)α∈A de X − S, le morphisme canonique⊕
α∈AH
n




iii) Soient π : X → S est un morphisme surjectif d’espaces analytiques complexes
dont les fibres sont de dimension au plus e´gales a` n, F un faisceau cohe´rent sur X
et (Xα)α∈A un recouvrement ouvert de X . Si πα et Fα de´signent les restrictions





Il en re´sulte les annulations IRjπ!F = 0 ∀ j > n, ∀F ∈ Coh(X) assurant l’exactitude
a` droite du foncteur IRnπ! permettant de localiser sur X .
Un cas particulier de ces re´sultats appele´ le lemme du de´coupage dans [B.V] a e´te´
introduit dans [B3] pour pallier l’abscence du the´ore`me de Dolbeault-Grothendieck
dans le cas singulier.
Rappelons que l’inte´gration d’une forme φ de type (n, n) a` coefficients continus sur
un espace analytique complexe Z de dimension pure n et de partie re´gulie`re note´e









Cette inte´grale a un sens, en vertu du the´ore`me de Lelong [L], et de´finit un courant
d-ferme´ appele´ courant d’inte´gration de Z que l’on note souvent [Z].
2.1. Classes de cohomologie et repre´sentants ∂¯-ferme´s sur un espace
singulier.
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SiX est un espace analytique complexe de´nombrable a` l’infini et Φ une famille para-
compactifiante de supports deX , rappelons que Hn,nΦ (X) := Ker(∂¯|An,nΦ (X))/∂¯(A
n,n−1
Φ (X))







Φ (X) le morphisme canonique qui est ni injectif ni surjectif
en ge´ne´ral mais un isomorphisme (appele´ isomorphisme de Dolbeault) si X est lisse.






Le proce´de´ technique, qui remonte a` Andre´otti [A] ou Harvey [H] est clairement
expose´ dans [B.V]. Concernant la notion de famille paracompactifiante et de familles
duales, recouvrement adate´ a` une famille de supports, on renvoie le lecteur a` [A.B]
ou [A.K]. Mais [B.V] et [V1] contiennent les de´finitions essentielles utilise´es ici.
Soit X un espace topologique localement compact, paracompact et comple`tement
paracompact(i.e tous ces ouverts sont paracompacts).
Soit U un recouvrement ouvert de X et F un faisceau de groupes abe´liens sur
X . Soit ξ := (ξα0···αq) ∈ C
q(U,F) une q- cochaine et U un ouvert de X , on





Uα0 ∩ · · · ∩ Uαq
Soit (An,•X , ∂¯) le complexe des formes diffe´rentielles inde´finiment diffe´rentiables (in-





∂¯ // · · ·
∂¯ // An,qX
∂¯ // · · · son complexe de Dolbeault.
Alors, un e´le´ment ψn,q ∈ ΓΦ(X,A
n,q
X ) est appele´ repre´sentant ∂¯ -ferme´ d’une classe
de cohomologie ξ de HqΦ(X,Ω
n
X) s’il existe un recouvrement ouvert U de X et un
cocycle de Cˇech (f, φn,0, φn,1, · · · , φn,q−1) ∈ Zq(U,K•q−1) (K
•
q−1 e´tant le tronque´ en
degre´ q du complexe de Dolbeault) ve´rifiant (au signe pre`s!)
• f est un repre´sentant de Cˇech de ξ
• δ(f) = 0, i(f) = δ(φn,0), ∂¯(φn,0) = φn,1,· · · et (surtout!) ∂¯(φn,q−1) = ǫ(ψn,q),
∂¯(ψn,q) = 0.






X ) est le morphisme d’augmentation naturel. Cela





X ) en un e´le´ment dont la “teˆte” est le repre´sentant de Cˇech de ξ.
Les φn,r se construisent par le proce´de´ classique consistant a` prendre une partition
de l’unite´, (ρα), subordonne´e a` U et conside´rer les ope´rateurs
(17) Tel qu’il est de´fini, ce support est ge´ne´ralement plus grand que celui de´fini par Gode-












ρα0 ∂¯ρα1 ∧ · · · ∧ ∂¯ραr ∧ fα0···αrλ0···λq−r−1




r (δf) = (−1)
(n+r)∂¯(Gqr−1f)






ρα0 ∂¯ρα1 ∧ · · · ∧ ∂¯ραn ∧ fα0···αn
Alors, si W =
∑
j
















2.2. Morphismes adapte´s a` l’inte´gration.
Soient π : X → S un morphisme n- universellement ouvert, Φ la famille de sup-
ports constitue´e des sous ensembles S-propres(18) (ou π-propre) de X , Ψ et Θ deux
familles de supports de X .
Par analogie avec [A.B] ou [A.K](19), On dira que :
• Ψ et Θ sont S-duales si F ∈ Ψ ⇐⇒ F ∩G est S − propre ∀G ∈ Θ,




π−1(s) ∩Ψ ∈ Φ . Il peut nous arriver de dire que l’ouvert V est
(Ψ,Φ)-adapte´.
• Une installation locale Ψ-adapte´e est la donne´e, pour tout point s de S, d’un









σ // V × U ×B
p

V V × Uq
oo
(18) Il est connu que Φ est une famille paracompactifiante (cf [A.B] ou [B.M] §2)
(19) Deux familles de supports Ψ et Θ sont dites duales au sens de Andre´otti- Kaas si









ou`W est un ouvert X , V un voisinage ouvert Φ-adapte´ de s dans S, U et B sont des
polydisques relativement compacts de Cn et Cp respectivement, f est fini, surjectif
et ouvert, σ un plongement local, p et q les projections canoniques.
Soient Ξ une classe de cohomologie de HnΦ(X,Ω
n
X) et ξ ∈ ΓΦ(X,A
n,n) un de ses






Pour bien comprendre cette ope´ration, on va commencer par la
2.2.1. Forme locale de l’ inte´gration sur les fibres.
Soit π : X → S un morphisme n-universellement ouvert d’espaces complexes
re´duits. Comme π est n-e´quidimensionnel, il se factorise, par rapport a` l’une quel-
conque de ses fibres, sous la forme (♣)
Il parait e´vident que la trace jouera un roˆle fondamental dans cette ope´ration qui se
de´compose en une inte´gration sur les fibres de dimension 0 suivi d’une inte´gration
le long des fibres d’une projection. Avec les notations (et tout ce qui a e´te´ sur ces
morphismes traces) du §(1.0.3),p.17, on voit que modulo le choix d’une famille de
supports adapte´e a` π pour que π−1(s) rencontre U × B en des ferme´s B-propres,
on peut raisonnablement de´finir l’inte´gration sur les fibres. Plus pre´cisement, sup-
posons que (π−1(s)s∈S de´finisse une famille continue de cycles. Alors, relativement
a` la situation de´crite par le diagramme (♣), on se fixe un point s ∈ S et un poly-
disque U ′ de U ne rencontrant pas l’ensemble de ramification R(π−1(s)) de´crit par
les branches locales, (fj)1≤j≤k, de π
−1(s) sur U ′. Si ξ ∈ Γ(U × B,ΩqU×B), on a,









f∗j (ξ) ∧ α =
∫
{s}×U ′
Tq,0f (ξ) ∧ α
Cette quantite´ varie analytiquement en s si et seulement si le morphisme associe´ a`
la famille de reveˆtement de ramifie´s F : S × U ′ → Symk(B) est analytique.
2.2.2. Inte´gration globale.
Il suffit proce´der localement sur X en utilisant tout ce qui pre´ce`de.
2.2.3. Construction des fonctions holomorphes sur l‘espace des n - cycles.
Pour re´fe´rences, nous aurons [B.V], ou [K2]. La construction proce`de en deux e´tapes
techniques consistant a` localiser, traiter le proble`me, puis globaliser par recollement.
Dans la situation locale, c’est- a`-dire supposer, dans un premier temps, Z = U×B,
avec U et B polydisques relativement compacts de Cn et Cp respectivement, fixer
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s0 et un de ses voisinage ouvert S0 qui soit adapte´ a` un recouvrement localement
fini du support |π−1(s0)| (par de´finition, l’inte´gration ne de´pend que du support du
cycle), on e´tablit le re´sultat d’inte´gration pour les classes de Hnc×B(U ×B,Ω
n
U×B),
et ce par un calcul en termes de cochaines de Cˇech que l’on globalise graˆce a`
Reiffen. Ce re´sultat est d’une importance capitale pour la suite puisqu’il permet
de localiser sur X l ’inte´gration sur les cycles qui est e´videmment de nature locale
sur S. Pour nous ramener au cas local, on choisit deux familles de supports Φ
paracompactifiante et Ψ telle que pour tout s dans S, il existe un voisinage ouvert




Alors, e´tant donne´ un cycleXs, de support note´ | Xs |, et une classe dans HnΦ(X,Ω
n
X/S),
Φ e´tant la famille des ferme´s S-propres dans X . Comme Φ∩ | Xs | est contenue
dans la famille des compacts de | Xs |, cette classe a une image naturelle dans
Hnc (| Xs |,Ω
n
X/S ||Xs|) a` laquelle on applique le lemme de Reiffen. Remarquons que
siX est paracompact et comple`tement paracompact, l’e´tendue
⋃
F∈Φ
F de la famille Φ
est un ouvert paracompact; ce qui nous permet de prendre X e´gale a` cette e´tendue,
quitte a` intersecter avec le support du cycle. Dans ce cas, Φ∩ | Xs | = Φ ||Xs| est
contenue dans la famille des compacts de X , par hypothe`se sur les supports des
cycles.













L’e´quidimensionnalite´ de π et le the´ore`me de parame´trisation locale (the´ore`me de
pre´paration de Weierstrass) permettent de factoriser localement π en l’installant







σα// S0 × Uα ×Bα
pα

S0 S0 × Uαqα
oo
avec fα fini et surjectif.
Une fois le morphisme bien pre´pare´, on ” adapte ” le recouvrement en fonction
des supports de classes de cohomologie. Dans [B.V] ou [K2], le contexte diffe`re
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le´ge`rement du cadre actuel dans le sens ou` l’on conside`re des familles analytiques
de cycles d’un espace complexe donne´ Z sur lesquelles on inte`gre des classes de
cohomologie. Meˆme si cela n’apparait pas clairement, le passage par le sous espace
d’incidence donne´ par le support du graphe de cette famille est incontournable
et ine´vitable. Pour mener a` bien les calculs en termes de cochaines de Cˇech, on
se doit de supposer Z paracompact et comple`tement paracompact (ou “hereditaly
paracompact” selon Bredon [Br]), pour garantir un minimum de finitude au niveau
des groupes de cohomologie et par voie de conse´quence la convergence des inte´grales,
on conside`re deux familles de supports Φ et Ψ ade´quates sur Z. De toute e´vidence,
l’une va contenir les supports des cycles et l’autre sera choisie de sorte que leurs
images inverses dans le support du graphe de la famille soit contenue dans la famille
des ferme´s S-propres. Comme les calculs se font en Cˇech et que l’on localise a` tour
de bras, on prendra deux familles de supports duales Φ et Ψ comme pre´ce´demment
de´finies.
2.3. Proprie´te´s fonctorielles de l’inte´gration sur les fibres d’un mor-
phisme ge´ome´triquement plat.
Si π : X → S est un morphisme analytiquement n-ge´ome´triquement plat ponde´re´
par un cycle X et Φ la famille de supports de X constitue´es de ferme´s sur lesquels
la restriction de π est propre, on dispose encore d’une inte´gration compatible avec
la structure de cycles que l’on note
∫
π,X
. En effet, Φ e´tant paracompactifiante et
admettant un recouvrement ouvert adapte´ ([A.K]), ce qui pre´ce`de s’adapte sans
difficulte´ et donne les principales proprie´te´s fonctorielles de
∫
π,X
(cf [B.M], [K2]) a`
savoir :
(1) Compatibilite´ avec les changements de bases sur S: :










le diagramme de changement de base associe´. Notons Φ˜ := Θ−1(Φ) la famille


















(2) Compatibilite´ avec les inclusions ouvertes sur X:
Si U est un ouvert de X dont l’image par π est l’ouvert SU et j : U → X l’injection




















dans lequel πU (resp.Φ|U (20)) de´signe la restriction de π (resp. Φ) a` U et la fle`che
horizontale de´signe le prolongement par ze´ro des sections a` supports. usuelle.














un diagramme commutatif de S-morphismes d’espaces
complexes re´duits dans lequel π est analytiquement n-ge´ome´triquement plat ponde´re´
par X, π˜ universellement n-e´quidimensionnel, f propre et surjectif. Soient Φ (resp.
Φ˜) une famille paracompactifiante sur X (resp. Z) S-adapte´e c’est-a`-dire telles que
f−1Φ˜ soit paracompactifiante et adapte´e a` π ou que f−1Φ˜ soit contenue dans Φ.
Alors π˜ est analytiquement n-ge´ome´triquement plat, ponde´re´ par le cycle relatif



















Tout ceci s’interpre`te facilement en terme d’image directe de faisceaux.
Signalons, a` pre´sent, une conse´quence du re´sultat ge´ne´ral et optimal de [K1] con-
cernant cette inte´gration.
(20) qui est paracompactifiante puisque X est suppose´ comple`tement paracompact
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Soient π : X → S un morphisme analytiquement ge´ome´triquement plat et Φ une
famille paracompactifiante de supports adapte´e a` π (impliquant, en particulier, que
∀s ∈ S, π−1(s)∩Φ est contenue dans la famille des compacts de X). Alors, il existe





X ) −→ H
0(S,LqS)















(i) On pourrait penser que la platitude ge´ome´trique analytique de π forcerait
l’inclusion Im(σ˜0,0Φ ) ⊂ H
0(S,OS). Mais il n’en est rien comme le montre l’exemple
trivail D’ailleurs, conside´rer simplement S := {(x, y, z) ∈ C3/x2 = zy2}, X :=
S × Ct et la forme me´romorphe
x
y
dt qui est une section du faisceau L1X . En




dtdt¯, on trouve trivialement
x
y
. Cette fonction est me´romorphe lo-
calement borne´e mais ni holomorphe ni meˆme continue sur S!





D’ailleurs, si tel e´tait le cas, la compose´e de morphismes ge´ome´triquement plats
serait automatiquement ge´ome´triquement plate. Or ceci est ge´ne´ralement faux (cf
(1.1),(iii), p.29).
(ii) En fait, cette inte´gration ge´ne´ralise´e a` ce type de forme peut eˆtre de´finie pour
n’importe quel morphisme d’espaces analytiques complexes re´duits ayant des fi-
bres de dimension borne´es par un certain entier n. Pour le voir, prenons, pour
simplifier, un morphisme propre π : X → S de dimension relative ge´ne´rique n.
Alors, le the´ore`me d’applatissement ge´ome´trique de [B5] montre l’existence d’une











avec π˜ fortement analytiquement ge´ome´triquement plat (i.e ge´ome´triquement plat













Ce phe´nome`ne s’explique par le fait que les faisceaux de ce type de formes me´romorphes
sont de nature purement globale et ne peuvent de´tecter la platitude ge´ome´trique
analytique (ou continue) qui est une notion locale!
III. Faisceaux dualisants, formes re´gulie`res et
me´romorphes re´gulie`res.
3.0. Faisceaux dualisants.
Il convient de distinguer le cas alge´brique ou analytique compact du cas analytique
ge´ne´ral.
3.0.0. Pour un apperc¸u historique plus complet (bien que pre´sente´ sous un angle
purement alge´brique), nous renvoyons le lecteur a` [Li].
Rappelons qu’ un module dualisant , sur une varie´te´ alge´brique projective X de
dimension n de´finie sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle k
(resp. un espace analytique complexe compact X de dimension n), est la donne´e




Hn(X,KX)→ k (resp.C) assurant l’isomorphisme de foncteurs de la cate´gorie des
OX - modules cohe´rents sur la cate´gorie des k (resp. C) -espaces vectoriels donne´
par
Hom(F ,KX) ≃ H
n(X,F)∗ = Hom(Hn(X,F),k)
Le couple (KX ,
∫
X
), appele´ paire dualisante (unique a` isomorphisme canonique
pre`s), repre´sente le foncteur F → Hn(X,F)∗ et
∫
X
correspond a` l’identite´ dans
Hom(KX ,KX).
Un exemple absolument fondamental a e´te´ donne´ par Grothendieck. En effet, il
montre dans [G1] que toute varie´te´ projective (pas ne´cessairement normale) admet
une paire dualisante dans laquelle le faisceau KX note´ ωnX est l’unique faisceau
cohe´rent de profondeur au moins deux sur X qui, pour tout plongement σ, de X
dans un espace projectif PN , coincide avec σ
∗ExtN−nOPN
(OX ,ΩNPN ). Cette construction
s’e´tend sans aucune difficulte´s au cas de la geome´trie analytique complexe comme
peut s’en convaincre aise´ment le lecteur en consultant le texte clair et instructif de
Monique Lejeune Jalabert ([LJ]).
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3.0.1. Faisceaux dualisants de Andre´otti-Kas-Golovin.
Rappelons que Ramis et Ruget dans [R.R] ont construit, pour tout espaces analy-
tique complexe X , un complexe D•X de OX -modules ve´rifiant les proprie´te´s suiv-
antes:
(i) Si X est une varie´te´ de dimension n, les fibres de ses composantes, en chaque
point x de X , sont des OX,x-modules injectifs et D•X est une re´solution de Ω
n
X [n].




(iii) Il est a` cohomologie cohe´rente avec Hk(D•X) = 0 pour k < −Prof(OX). De
plus, si X est de dimension finie n, D•X est d’amplitude [−n, 0] et muni d’une





Si X est de dimension n, le n-e`me faisceau d’homologie de ce complexe est exacte-
ment le faisceau de Grothendieck (i.e ωnX = H
−n(D•X)). Le fait qu’il soit dualisant
au sens de la ge´ome´trie analytique complexe rele`ve de re´sultats non triviaux de
Andre´otti-Kas et Golovin ([A.K],[G]). On profite de cette occasion pour rappeler
la notion de faisceau dualisant dans ce cadre.
Soit X un espace complexe et F ∈ Coh(X). Soit U la famille des ouverts de Stein
relativement compacts dans X . Alors, a` toute inclusion U ′ ⊂ U d’ouverts de U est
associe´, en tout degre´ k, un morphisme continu d’espaces vectoriels topologiques
de type D.F.S ρkU ′,U : H
k
c (U
′,F)→ Hkc (U,F). Pour tout entier k, on de´signe par
Dk(F) le faisceau associe´ au pre´faisceau
U ∈ U→ le dual topologique deHkc (U,F)
U ′ ⊂ U → le transpose´ dumorphisme ρkU ′,U
Andre´otti et Kas montrent dans [A.K] qu’a` tout faisceau cohe´rent F sur l’espace
complexe X , est associe´, de fac¸on fonctorielle, un faisceau analytique Dk(F) (ap-
pele´e faisceau dualisant de F) qui est OX - cohe´rent et ve´rifie
• Dk(F) = 0 si k /∈ [Prof(F),Dim(F)],
• Dk(F) ≃ Ext−kOX (F ,D
•
X) et,
• pour tout U ∈ U, Γ(U,Dk(F)) est isomorphe au dual fort de Hkc (U,F).
Golovin ([Go]) ge´ne´ralise ce re´sultat au cas ou` F est seulement un faisceau analy-
tique sur X . Il les appellent faisceaux d’homologie associe´ a` F et les note Hk(F).
3.1. Formes re´gulie`res et me´romorphes re´gulie`res: Cadre alge´brique
3.1.0. Cas absolu.
3.1.0.0. Formes me´romorphes re´gulie`res.
E. Kunz montre dans une se´rie d’articles ([Ku1], [Ku2], [Ku3]) que toute varie´te´
alge´brique projective X irre´ductible et de dimension n porte un faisceau dualisant
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KX = ω˜nX dont la construction se fait par recollement relativement aux projections
finies. Plus pre´cisemment, pour tout morphisme fini et dominant π : X → Pn, il
de´finit un faisceau OX - cohe´rent ωπ donne´ par l’isomorphisme




dont il montre l’inde´pendance vis-a`-vis de la projection finie choisie en utilisant les
traces de diffe´rentielles. Ce faisceau OX -cohe´rent ω˜nX est de profondeur au moins
deux dans X , coincide avec le faisceau des formes usuelles aux points lisses de
X et est muni d’un morphisme canonique CX : ΩnX → ω˜
n





Ce faisceau est appele´ le faisceau des formes me´romorphes re´gulie`res. Kunz mon-
tre que le faisceau ω˜nX , s’identifie a` un sous faisceau du faisceau des r-formes
me´romorphes entie`rement caracte´rise´ par la fameuse proprie´te´ de la trace disant
que tout morphisme fini, surjectif et se´parable f : U → U ′ d’un ouvert U de X sur
















Par un calcul explicite, Kunz et Waldi (cf [K.W]) e´tendent cette construction au
cas des r- formes en de´finissant le faisceau des r- formes me´romorphes re´gulie`res





remarquer que pour tout morphisme π : X → Y fini et surjectif de varie´te´s com-
pactes de dimension n tel que X soit muni d’un faisceau dualisant FX , le faisceau
HomOY (π∗OX ,FX) est aussi dualisant. Signalons, d’une part, que Kunz ge´ne´ralise
sa construction au cas d’une varie´te´ alge´brique de Cohen - Macaulay et que, d’autre
part, Lipman ([Li]) montre que ω˜nX est encore dualisant si le corps de base est seule-
ment suppose´ parfait.
3.1.0.1. Formes re´gulie`res.
Ces formes e´manent naturellement d’une the´orie de la dualite´. A ce titre, le fais-
ceau de Grothendieck est l’exemple type de faisceau de formes re´gulie`res en degre´
maximal.
On les retrouvent dans le travail de Elzein ([E]) bien qu’elles ne soient pas claire-
ment mises en e´vidence. En effet, utilisant le complexe re´siduel K•X ( c’est-a`-dire
un complexe de OX -modules injectifs d’amplitude [−n, 0] et dont l’image dans la
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cate´gorie de´rive´e est le complexe dualisant) d’un sche´ma X de dimension n et





X) peut eˆtre muni d’une structure de complexe diffe´rentiel de
(Ω•X , d)-modules a` droite dote´ de deux diffe´rentielles δ et d
′
X , la premie`re e´tant na-
turellement induite par celle de K•X , la seconde est, certes, de´duite de la diffe´rentielle
exte´rieure usuelle du complexe de de Rham (qui n’est pas OX -line´aire!) mais
pas dans le sens naif. Il est, alors, facile de de´duire de cette construction que
les faisceaux cohe´rents ω•X = H
•,0(K•,⋆X [−n,−n]) satisfont, pour tout r ≤ n,




X). Ces faisceaux que l’on peut appeler faisceaux des formes
diffe´rentielles re´gulie`res sont tous de profondeur au moins deux dans X puisque le
OX -module cohe´rent ωnX := H
0(K•X [−n]), qui est le faisceau de Grothendieck, l’est.
Dans le cas re´duit de dimension pure, ils coincident avec les faisceaux de Kunz.
3.1.1. Cadre alge´brique relatif.
3.1.1.0. Rappelons (cf [Ha]) que si π : X → S est un morphisme de type fini de
sche´mas localement noethe´riens, le complexe dualisant relatif D•X/S est un objet
de la cate´gorie de´rive´e des OX -modules a` cohomologie cohe´rente, de´fini a` quasi-
isomorphisme pre`s et ve´rifiant :
(i) Pour tout s fixe´, sa restriction a` la fibre π−1(s) est le complexe dualisant
de cette fibre.
(ii) Si π est lisse, D•X/S est quasi-isomorphe au complexe Ω
n
X/S [n].




q // S ou` f
est fini et q lisse de dimension relative n sur S, f∗D•X/S ≃ IRHom(f∗OX ,Ω
n
Y/S[n]).
Si X et S admettent des complexes re´siduels K•X et K
•
S respectivement, on note sou-
vent D•X/S := π
!OS = IRHom(ILπ∗K•S ,K
•
X) qui, pour π plat, admet la repre´sentation




3.2.1.1 . Formes me´romorphes re´gulie`res relatives.
Si X et S sont deux sche´mas noethe´riens avec X sans composantes immerge´es (par
exemple re´duit) et π : X → S un morphisme de type fini, n-e´quidimensionnel
et ge´ne´riquement lisse, Kunz et Waldi ont construit dans [K.W], pour tout entier
k ≤ n, un sous faisceau ω˜kX/S du faisceau des formes me´romorphes, dont les sections
sont dites me´romorphes re´gulie`res relatives.
On peut remarquer que, si k est un corps de caracte´ristique nulle et π un morphisme
n- e´quidimensionnel et ge´ne´riquement lisse de k-sche´mas noethe´riens sans com-
posantes immerge´es et munis de complexes re´siduels, le n-e`me faisceau d’homologie
du dualisant relatif ωnX/S := H
−n(π!(OS)) est un faisceau OX -cohe´rent de Kunz-
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Waldi. En effet, par hypothe`se sur X et S, il est sans torsion. De plus, π e´tant
ge´ne´riquement lisse, ωnX/S s’identifie a` un sous faisceau du faisceau des formes
me´romorphes relatives. Il suffit, alors, de montrer que ce faisceau ve´rifie la proprie´te´
de la trace relative disant que pour tout morphisme fini ou quasi-fini , surjectif et
se´parable f : U → U ′ d’un ouvert U de X sur une varie´te´ projective lisse sur S et













Si toutefois l’on ne dispose pas de normalisation de Noether relative, on peut tou-
jours recouvrir X par des ouverts de Zariski munis de morphismes dominants et
quasi-finis sur des espaces projectifs relatifs et recourir au ” Main lemma” de Zariski.
On en de´duit donc ωnX/S = ω˜
n
X/S . On peut se re´fe´rer a` [Y] ou [L.S] pour de plus
amples de´tails mais en prenant garde aux diffe´rentes hypothe`ses puisque l’un con-
side´re comme base un sche´ma re´gulier et l’autre, un peu plus ge´ne´ral, un sche´ma
excellent sans composantes immerge´es et ve´rifiant la condition de prolongement S2
de Serre.
3.1.1.2. Formes re´gulie`res relatives.
Si π est un morphisme plat de varie´te´s alge´briques sur un corps de caracte´ristique
nulle, Elzein (prop. p.89) montre que leOX -module bigradue´ K
•,⋆





peut eˆtre muni d’une structure de complexe double dote´ de deux diffe´rentielles
(dX/S , δ). Tout comme dans le cas absolu, on en de´duit aise´ment que les com-
posantes du complexe diffe´rentiel ω•X/S = H
•,0(K•,⋆X/S[−n,−n]) satisfont, pour tout
r ∈ [0, dimX ],





et que l’on peut appeler faisceaux des formes diffe´rentielles re´gulie`res relatives .
La` encore, si X est re´duite sur S et π a` fibres de dimension pure n, ces faisceaux
coincident avec les faisceaux relatifs de Kunz- Waldi.
Comme nous l’avions mentionne´ dans l’introduction et a` la lumie`re de ce qui sera
dit dans la suite, ces constructions nous sugge`rent la remarque importante suivante
:
Si π : X → S est un morphisme de type fini de sche´mas noethe´riens re´duits (ou
sans composantes immerge´es avec S excellent) sur un corps de caracte´ristique nulle,
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ge´ne´riquement lisse et n-e´quidimensionnel alors ω˜nX/S est de formation compatible
a` tout changement chande base (entre espaces de meˆme nature que celle de S!) si
et seulement si π de´finit une famille alge´brique de n-cycles parame´tre´e par S.




X/S donnant, en partic-
ulier, le morphisme classe fondamentale de Elzein ([E]) si π est plat.
3.2. Formes re´gulie`res et me´romorphes re´gulie`res: le cadre analytique
complexe.
3.2.0. Cas absolu.
3.2.0.0. Proprie´te´ de la trace absolue.
Elle a de´ja` e´te´ rencontre´e dans (1.0.3). Rappelons simplement que, dans le cadre
analytique complexe, le the´ore`me de parame´trisation locale (ou de pre´paration
de Weierstrass) permet toujours de re´aliser localement un espace analytique de
dimension pure n comme un reveˆtement ramifie´ au dessus d’un certain polydisque
ouvert d’un espace nume´rique Cn. Ainsi, tout point x de X admet un voisisnage
ouvert V muni d’un morphisme f : V → U fini surjectif et ouvert sur un certain
polydisque ouvert de Cn. Notons j : Reg(X) → X est l’inclusion naturelle de la
partie lisse de X et (fj)1≤j≤k les branches locales du reveˆtement ramifie´ (que l’on
suppose eˆtre de degre´ k) de´finit par f .
Alors, un germe ξ de section en x du faisceau j∗j
∗ΩnX est dit ve´rifier la proprie´te´ de
la trace absolue si la forme T nf (ξ) :=
j=k∑
j=1
f∗j ξ, de´finie en dehors de la ramification,
se prolonge analytiquement a` U tout entier pour tout germe de parame´trisation
locale de X en x. (cf (1.0.3.1.0).
Une section du faisceau j∗j
∗ΩnX , sur un ouvert V de X , ve´rifie la proprie´te´ de la
trace absolue si pour chaque point x de V et chaque germe de parame´trisation
locale en x, son germe en ce point ve´rifie la condition pre´ce´dente.
Plus ge´ne´ralement (et par construction), un germe ξ de section en x du faisceau
j∗j
∗ΩrX ve´rifie la proprie´te´ de la trace si pour tout germe en x, α, de section du
faisceau Ωn−rX et tout germe de parame´risation locale f : V → U de X en x, la forme




∗(α ∧ σ) se prolonge
analytiquement sur tout U .
3.2.0.1. Formes me´romorphes re´gulie`res.
La construction de Kunz s’adapte sans difficulte´s au cadre analytique complexe
donnant pour tout espace analytique complexe re´duit de dimension pure n un fais-
ceau OX -cohe´rent, ω˜
n
X , entie`rement caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace. Il est
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facile de voir que les re´sultats pre´ce´demment cite´s sont encore valables dans ce cadre
a` savoir qu’il coincide avec le faisceau de Grothendieck, qu’en tout degre´ k on les




X) sont aussi caracte´rise´s par la proprie´te´ de la trace
et qu’il est muni d’un morphisme canonique (classe fondamentale) CX : ΩnX → ω˜
n
X .
On peut se re´fe´rer aux diffe´rents articles de Kunz ou a` ceux de Kersken ([Ke1],
[Ke2]) .
Dans ces e´crits apparait de`ja`, de fac¸on plus ou moins explicite, une certaine descrip-
tion de ce faisceau en terme de cette notion de classe fondamentale (sur laquelle
nous nous attarderons dans le prochain paragraphe). Barlet exploite cette ide´e
dans [B2]. En effet, conside´rant un plongement local de X (dont le lieu singulier
sera note´ Σ) dans une varie´te´ lisse Z et notant j l’inclusion naturelle de la partie


























On pose, alors, ωˆrX := Ker ∂˜r.
Les proprie´te´s intrinse`ques de la classe fondamentale, en particulier son inde´pendance
vis-a`-vis du plongement choisi, montre que ce faisceau est l’incarnation locale d’un
faisceau intrinse`que sur X . Par de´finition, Ker ∂˜n est le faisceau de Grothendieck.
Il en re´sulte (cf [B2]) que les faisceaux OX -cohe´rents Ker ∂˜r sont inde´pendants du
plongement choisi et sont, de ce fait, intrinse`ques sur tout espace analytique com-
plxe re´duit et de dimension pure. Ils sont entie`rement caracte´rise´s par la proprie´te´




X). Il est alors absolument e´vident que
ces faisceaux sont exactement les faisceaux des formes me´romorphes re´gulie`res de
Kunz. Remarquons, au passage, que, si CZX de´signe la classe fondamentale de X
dans Z, [B2] une r- forme ge´ne´riquement holomorphe σ est une section de ωrX si et







Le roˆle principal est tenu par le faisceau de Grothendieck qui est encore dualisant
au sens de la ge´ome´trie analytique complexe comme le pre´cise la
Proposition 1. Soit X un espace analytique complexe de dimension finie.
Alors, il existe un unique faisceau cohe´rent, ωnX , sur X
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(i) pour tout plongement local σ : X → Z dans un ouvert de Stein d’une varie´te´










X)→ C de sorte que le couple (
∫
X
, ωnX) soit une paire
dualisante c’est-a`-dire que, pour tout ouvert U de Stein d’un recouvrement ouvert
de X et tout faisceau cohe´rent F sur X ,






de´signe le dual fort)
De´monstration. (i) Il est facile de se convaincre que le faisceau ExtN−nOZ (OX ,Ω
N
Z )
ne de´pend pas du plongement choisi. En effet, sans trop entrer dans les de´tails
sur lesquels nous reviendrons dans [KII], disons que l’on se rame`ne a` un double
plongement X ⊂ Z1 ⊂ Z2 muni d’une re´traction de Z2 sur Z1 et l’on utilise une
suite spectrale classique a` laquelle on applique les annulations, non moins classiques
des faisceaux “Ext” (on peut renvoyer le lecteur a` [Go] ou` a` [LJ] par exemple).
(ii) La construction de la fle`che Hnc (X,ω
n
X) → C de´coule du morphisme trace
absolu de´fini sur le complexe dualisant de Ramis et Ruget. En effet, comme
Hj(D•X) = 0 pour tout j < −n et que H
−n(D•X) = ω
n
X , on voit que la trace
T : H0c(X,D
•
X)→ C de´termine entie`rement le morphisme de faisceaux de groupes
abe´liens T : Hnc (X,ω
n


















que l’on peut d’ailleurs de´duire du morphisme canonique H0(D•X [−n])→ D
•
X [−n]
auquel on applique le foncteur hypercohomologique exacte a` droite IHnc (X,−).
Il reste a` voir qu’il est bien dualisant au sens de la ge´ome´trie analytique complexe.
Or cela re´sulte imme´diatement de la construction de [A.K] ou [Go] puisque ωnX :=
Dn(OX) = Hn(OX). De plus, pour tout plongement local, σ, de codimension p
de X dans une varie´te´ de Stein lisse Z et tout faisceau cohe´rent F sur X , on a
Dn(F) ≃ ExtN−n(i∗F ,Ω
N
Z ) donnant, par recollement,
Dn(F) ≃ HomOX (F , ω
n
X)
Mais d’apre`s [A.K] ou [Go], pour tout ouvert U d’un recouvrement deX , Γ(U,Dn(F))
est isomorphe au dual fort de Hnc (U,F).
Il s’en suit que (
∫
X
, ωnX) est bien une paire dualisante au sens de la ge´ome´trie
complexe. 
Encore une fois, nous conseillons au lecteur de consulter [LJ] pour se faire une ide´e
de l’utilisation des outils de la ge´ome´trie analytique complexe dans la construction
de la trace par exemple.
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Pour les formes re´gulie`res de degre´s interme´diaires, il est important de noter que
la construction de Elzein (cf (3.1.0.1) est transposable a` ce cadre moyennant un
effort conside´rable effectue´ par Kersken ([Ke], [Ke1], [Ke2]) qui re´ussit le tour de
force de de´finir, pour toute alge`bre analytique non ne´cessairement re´duite A, un
complexe diffe´rentiel de formes re´gulie`res ω•A sur l’alge`bre diffe´rentielle de de Rham






A). Ainsi, par globalisation
en vertu du lemme de Grothendieck-Frisch, pour tout espace analytique complexe




X) peuvent eˆtre con-
side´re´s comme les faisceaux des formes re´gulie`res de la ge´ome´trie alge´brique. Alors,
Proposition 2. Si X est un espace analytique complexe re´duit de dimension







De´monstration. On a de´ja` vu que ω˜rX = ωˆ
r





de´coule e´videmment du travail conse´quent de [Ke]. Enfin, de [A.K] ou [Go] re´sulte
l’isomorphisme





dont on peut se convaincre aise´ment en proce´dant localement puis par recollement
sur X . En effet, supposons ce dernier localement plonge´ en codimension p dans une
varie´te´ de Stein lisse Z de dimension n+p, alors, on a Dk(F) ≃ ExtN−k(σ∗F ,Ω
N
Z ),
pour tout faisceau cohe´rent F sur X . D’ou`, en particulier, pour k := n et F :=





Z ), qui, en vertu de de´ge´ne´rescence de suites




qui nous donnent apre`s recollement sur X , l’isomorphisme (ou l’identification)
canonique de´sire´. Ces faisceaux cohe´rents Dn(Ωn−rX ) sont des faisceaux dualisants
au sens de [A.K] et coincident avec les faisceaux des formes re´gulie`res. 
3.2.0.3. Formes me´romorphes re´gulie`res et courants.
On dispose, graˆce a` [E1], d’un re´sultat explicite comparant les re´sidus de Grothendieck
et de Herrera. En effet, il y est montre´ que, pour toute parame´tristation locale d’un
espace analytique complexe de dimension pure n X
f
22σ// Z := U ×B
q // U et
toute syste`me (g1, · · · , gp) de fonctions holomorphes sur Z et de´finissant une suite
re´gulie`re sur X en un point ge´ne´rique x. Alors, si l’on de´signe par ResG (resp.







g1 · · · gp
)]




g1 · · · gp
]
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Tf e´tant l’image directe au sens des courants telle qu’elle ae´te´ de´crite dans (1.0.3.1.0)
(p.17).
Par ailleurs, [B2] met en e´vidence une description du faisceau de Kunz en terme
de courants “holomorphes “ sur X . Plus pre´cisemment, les conside´rations locales
pre´ce´dentes permettent d’e´crire toute r-forme me´romorphe comme un quotient ξ =
v
g ou` v est une r-forme holomorphe sur Z et g une fonction holomorphe s’annulant
sur le lieu singulier Σ de X . D’apre`s Herrera - Lieberman ([H.L]), ξ de´finit un
courant appele´ valeur principale de´finit par




pour toute forme φ de type (n − r, n), C∞ et a` support compact dans X . Il est,
d’ailleurs, souvent note´ ξ ∧ [X ].
Alors, une r-forme me´romorphe est une section du faisceau ωrX si et seulement si le
courant valeur principale associe´ est ∂¯- ferme´; ce qui nous permet d’identifier ωrX ,
au faisceau des courants ∂¯ - ferme´s sur X modulo OX torsion.
3.2.1. Cas relatif.
3.2.1.0. Proprie´te´ de la trace relative.
Nous renvoyons le lecteur au pararagraphe §(1.0.3.2.1) (p.21) dans lequel il trou-
vera tous les de´tails qu’il de´sire sur cette notion. Rappelons simplement que :
e´tant donne´ un morphisme π : X → S universellement n-e´quidimensionnel, il admet
en chaque point x de X une factorisation locale X
π
22
f // Y := S × U
q // S et
X localement plonge´ dans un espace complexe lisse sur S et du type S × U × B
avec U (resp. B) un polydisque relativement compact de Cn (resp.Cp). Cela
nous de´finit un reveˆtement ramifie´ “ge´ne´rique” d’un certain degre´ k, de branches
locales (fl(s, t))1≤l≤k et de morphisme classifiant F : S ×U → Sym
k(B). Notons j
l’inclusion naturelle du lieu re´gulier de π dans X (cf p.37).
Alors,
• si pour tout s de S, F ({s} × U) n’est pas contenue dans le lieu singulier
Symk(B), on dira qu’un germe de section, en x, du faisceau j∗j
∗ΩrX/S , ξ ve´rifie
la proprie´te´ de la trace relative si, pour toute parame´trisation locale de X en x,




∗(α ∧ ξ) se prolonge analytiquement sur S × U tout entier;
• sinon, on demande que ce soit ve´rifie´e cette condition sur la composante
ge´ne´rique de F (cf §1.0.3.2, p.21).
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3.2.1.1. Formes re´gulie`res relatives.
Si π : X → S est un morphisme plat d’espaces complexes re´duits de dimension
finie, la construction de [K.W] s’applique sans aucune difficulte´ et donne en tout
degre´ r, le faisceau des formes me´romorphes re´gulie`res ω˜rX/S dont les sections sont
caracte´rise´es par la proprie´te´ de la trace relative.
Toujours sous cet aspect local faisant intervenir les alge`bres analytiques, Kersken
propose dans [Ke] une me´thode comple`tement diffe´rente reprenant l’ide´e qui est a`
la base de la construction des formes re´gulie`res de Elzein (cf (3.1.1.2)). Ce travail
utilise les complexes re´siduels et de Cousin relatifs et peut repre´senter un pas non
ne´gligeable vers la dualite´ analytique relative. Plus pre´cisemment, si φ : P → A
est un morphisme plat d’alge`bres analytiques locales avec A non ne´cessairement
re´duite ni de dimension pure (ce qui constitue une se´rieuse difficulte´ technique!)
muni de l’alge`bre diffe´rentielle (Ω•A/P , d) des formes diffe´rentielles relatives dote´es
de la diffe´rentielles relative usuelle, Kersken construit un complexe de Cousin relatif
CΩ•(A/P) et un complexe re´siduel diffe´rentiel DΩ(A/P) de (Ω•A/P , d)-modules tel
que pour toute P-parame´trisation f : R → A de codimension p (i.e P-morphisme
fini d’alge`bres analytiques locales )
DΩ(A/P) = HomΩ•
R/P
(Ω•A/P , CΩ•(A/P))[p, p]
et dont la cohomologie de degre´ 0 donne´e par Ker : DΩ(A/P)0,⋆ → DΩ(A/P)1,⋆
est le (Ω•A/P , d)- module des formes (ge´ne´riquement holomorphes) re´gulie`res ω
•
A/P
(analogue des formes re´gulie`res du cadre alge´brique).
De ce travail conse´quent, on peut tirer le
Corollaire1. Soit π : X → S un morphisme n-plat d’espaces analytiques
complexes avec S re´duit de dimension pure localement fini. Alors, il existe un
faisceau analytique (unique a` isomorphisme canonique pre`s) ωnX/S ve´rifiant :
(i) il est OX -cohe´rent et de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S,




X/S) est munie d’une




(iii) si X est re´duit, ωnX/S est le faisceau ω˜
n
X/S des formes me´romorphes re´gulie`res
caracte´rise´ par la proprie´te´ de la trace relative au sens de Kunz-Waldi [K.W].
3.2.1.2. Formes me´romorphes re´gulie`res.
Comme ces formes e´manent, par nature, d’une the´orie de la dualite´ relative, l’occasion
nous est donne´e de voir l’apport, dans cette direction, de la dualite´ analytique rel-
ative. Malheureusement, elle n’est pas encore au point et reste, d’ailleurs’ sous
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une forme incomple`te et insatisfaisante dans le cas ge´ne´ral. Toutefois, dans le cas
d’un morphisme propre on dispose d’un vrai the´ore`me de dualite´ relative graˆce a`
Ramis, Ruget et Verdier. En effet, il est montre´, dans [R.R.V], que, pour tout
morphisme π : X → S d’espaces analytiques complexes de´nombrables a` l’infini de
dimension finie munis de leurs complexes dualisants de Ramis-Ruget D•X et D
•
S ,
pour tout complexes de faisceaux de OX -modules a` cohomologie cohe´rente, A
• et
B•, ce dernier e´tant a` cohomologie borne´e a` gauche, il existe une fle`che canonique





ou` DS(B•) := IRHom(B•,D•S), qui est un isomorphisme (alge´brique) si π est propre
.
Alors, en notant D•X/S := π
!(OS) = IRHom(ILπ∗D•S ,D
•
X), on obtient, graˆce a` la
trace relative construite dans [RRV], un morphismeOS-line´aire continue IRπ∗π!(OS)→
OS
Dans ce cas, le foncteur π! est parfaitement de´fini, ve´rifie les proprie´te´s d’usage
(cf [H], [L1]) et, est l’adjoint a` droite du foncteur IRπ∗. Ainsi, [RRV] a pour
conse´quences imme´diates le
Corollaire2. Si X et S sont deux espaces analytiques complexes de´nombrables
a` l’infini de dimension finie et π : X → S un morphisme propre, il existe un foncteur
π! : D+coh(S)→ D
+
coh(X)
muni d’un morphisme de foncteurs IRπ∗π
! → Id ve´rifiant :
(i) il est de nature locale sur X (au sens de Verdier [V]) c’est-a`-dire pour deux
morphismes propres πi : Xi → S, i = 1, 2 et U un ouvert de X1 muni de deux

























(3) avec des formules analogues obtenues en e´changeant IRπ! et IRπ∗.
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soit commutatif, on a
j∗1 (π1
!F ) = j∗2(π2
!F ), ∀F ∈ Coh(S)
(ii) Il est de formation compatible avec la composition des morphismes propres
d’espaces analytiques complexes de´nombrables a` l’infini c’est-a`-dire si X
f // Z
g // S ,
alors
(gof)! = f !og!
qui n’est rien d’autre qu’une relecture de [V] dans ce contexte et le
Corollaire3. Soit π : X → S un morphisme universellement n-e´quidimensionnel
d’espaces complexes de´nombrables a` l’infini. Alors, le faisceau analytique ωnX/S :=
H−n(π!(OS)) ve´rifie les proprie´te´s suivantes:
(i) il est OX -cohe´rent, de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S, de
formation compatible aux inclusions ouvertes sur X et changement de base plat
sur S, et coincide avec le faisceau des formes holomorphes relatives sur la partie
re´gulie`re de π.





X/S → OS de forma-
tion compatible a` tout changement de base plat et a` la composition des morphismes
















avec π1, Ψ et π2 universellement e´quidimensionnels et propres de dimension relative


























• La cohe´rence de´coule imme´diatement du fait que le complexe π!OS est a`
cohomologie cohe´rente. En effet, le proble`me e´tant de nature locale sur X et les













avec σ plongement local, Z lisse sur S de dimension relative N , il est facile de voir
que, pour tout faisceaux cohe´rents F et G, les isomorphismes (le second e´tant celui
de Verdier [V])
σ∗σ
!F ≃ IRHom(σ∗OX , F ), et q
!G ≃ ΩNZ/S [N ]⊗ q
∗G
montrent clairement que π!OS = i
!q!OS est a` cohomologie cohe´rente.
• Sa nature locale de´coule directement de celle du foncteur π! (cf corollaire 2) et
de la stabilite´ par changement de base des morphismes universellement e´quidimensionnels.
• Pour ve´rifier que Prof(ωnX/S) ≥ 2, on commence par constater que les fais-
ceaux d’homologie du complexe π!(OS) sont tous nuls pour j < −n. En effet, si






dont l’annulation est assure´e pour j +N < N − n (cf le lemme 2,p.6 de [KII]).
On en d’eduit, en particulier, l’incarnation locale ωnX/S ≃ Ext
N−n(σ∗OX ,ΩNZ/S)
qui montre bien que sur la partie Reg(π), le faisceau ΩnX/S s’identifie naturellement
avec ωnX/S .









Pour cela, on peut, soit utiliser la fonctorialite´, la stabilite´ par changement de
base des morphismes universellements e´quidimensionnels et les annulations de co-
homologie du dualisant relatif, soit proce´der localement sur X au voisinage de Y et
se ramener a` ve´rifier les annulations HjY (Ext
N−n(σ∗OX ,ΩNZ/S) = 0 pour j = 0, 1
et pour lesquels on renvoie le lecteur au lemme 3, p.6 de [KII].
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• La stabilite´ par changement de base plat se justifie en utilisant les meˆmes ar-
guments que ceux e´voque´s dans le the´ore`me 1 ([KII], p.13). On rappelle brie`vement










le diagramme commutatif (carte´sien) de changement de base qui en de´coule, la
stabilite´ par changement de base des morphismes universellement ouverts et propres




Mais Θ e´tant plat, les e´galite´s fonctorielles ILΘ∗ = Θ∗ et ILΘ∗IRHom(A,B) =
IRHom(ILΘ∗A, ILΘ∗B) permettent, en utilisant des suites spectrales ade´quates,
d’aboutir au re´sultat tout comme il a e´te´ fait dans le the´ore`me 1.
(ii)
• La construction de ce morphisme d’ inte´gration est une conse´quence de
l’existence de la trace relative construite dans [R.R.V]. En effet, comme π est a`
fibres de dimension borne´e par l’entier entier n, les annulations des faisceaux de
cohomologie Hj(π!OS) pour tout j < −n, nous donnent une fle`che naturelle (edge)
H−n(π!OS)[n]→ π!(OS). Alors, en appliquant le foncteur IRπ∗ et utilisant la trace
de´duite de [RRV], on obtient le morphisme
IRπ∗H
−n(π!OS)[n]→ OS
dont on prend la cohomologie en degre´ 0 pour aboutir au morphisme OS-line´aire


















De plus, en vertu de ce qui pre´ce`de, cette fle`che est compatible a` tout changement
de base plat sur S.
• La compatibilite´ avec la composition des morphismes est une conse´quence du
corollaire 2. En effet, il suffit d’utiliser les annulations des images directes issues
















Il s’en suit que, si π2 et π1 ont meˆme dimension relative (i.e Ψ ge´ne´riquement fini),




On peut facilement en de´duire le
Corollaire4. Soit π : X → S un morphisme propre et plat dont les fibres sont
de dimension n. Alors,




X/S) est un faisceau OX -cohe´rent,
de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S et repre´sente le faisceau des k-
formes re´gulie`res sur X ,
(ii) si X est re´duit sur S, ces faisceaux sont les faisceaux des k-formes me´romorphes
re´gulie`res au sens de Kunz-Waldi-Kersken.
3.2.1.3. Remarques
(i) Dans le cas non propre, bien que l’on ne puisse invoquer de dualite´ analytique
relative, on a tout de meˆme un re´sultat positif (cf the´ore`me 1 de [KII]) mettant en
e´vidence un faisceau ωnπ posse´dant de nombreuses proprie´te´s parmi lesquelles celle
de coincider avec ωnX/S dans le cas propre.
(ii) Ces constructions nous sugge`re d’introduire la notion de faisceaux dualisants
relatifs analogues des dualisants de Andre´otti-Kas-Golovin, en posant, pour tout
faisceau cohe´rent F sur X ,
Dn/S(F) = Hom(F , ω
n
X/S)
Ce qui a l’avantage de ne faire intervenir qu’une partie ve´rifiable de la dualite´
analytique relative.
Pour terminer, rappelons que le corollaire (3.1) donne la conditon “optimale”
(ge´ne´ralisant le cas plat) pour que de telles formes me´romorphes re´gulie`res exis-
tent. Rappelons le ici pour l’inclure de fac¸on naturelle a` ce qui pre´ce`de.
Corollaire3.1. Soit π : X → S un morphisme n-analytiquement ge´ome´triquement
plat d’espaces analytiques complexes re´duits de dimension localement fini. Alors,
il existe un faisceau analytique (unique a` isomorphisme canonique pre`s) ΛnX/S sur
X ve´rifiant :
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(i) il est OX -cohe´rent, de profondeur au moins deux fibre par fibre sur S, compatible
aux changements de bases et coincide avec le faisceau des formes holomorphes
relatives sur la partie re´gulie`re de π,
(ii) En chaque point x de X en lequel π est plat, le germe ΛnX/S,x coincide avec le
faisceau des formes me´romorphes re´gulie`res relatives caracte´rise´ par la proprie´te´ de
la trace relative.





est munie d’une diffe´rentielle non triviale D, faisant de (Λ•X/S ,D) un complexe
diffe´rentiel de (Ω•X/S , dX/S)-modules.
ne ne´cessite aucun recours a` la the´orie de la dualite´ analytique relative qui n’est,





Pour l’aspect alge´brique et enl caracte´ristique nulle, nous renvoyons le lecteur a`
[E] (Thm 3.1, p34) ou` il est montre´ qu’a` toute varie´te´ alge´brique X admettant
un complexe re´siduel K•X de complexe dualisant D
•
X est canoniquement associe´ un
unique morphisme CX de IHom(ΩnX [n],D
•
X), qui est, en fait, une section de l’objet




X) annule´e par ses diffe´rentielles dX et δX et ve´rifiant
la Proprie´te´ de la trace disant que pour tout morphisme fini et dominant f : U →
U ′, d’un ouvert U de X sur une varie´te´ lisse de dimension n, les morphismes traces
Tf : f∗K•U → K
•
U ′ , Tf : f∗OU → OU ′ et le morphisme canonique f
∗ : f∗ΩnU ′ → Ω
n
U














ΩnU ′ [n] CU′
// K•U ′
4.0.2. Cadre analytique complexe.
4.0.2.0. Du global au local. Disposant du complexe dualisant D•X de Ramis-
Ruget [RR], il est facile de voir que la construction de Elzein s’adapte au cadre
analytique complexe (a` quelques modifications mineures pre`s!) et permettent de
dire qu’a` tout n-cycle X d’un espace analytique complexe Z, est canoniquement
associe´ ( dans la cate´gorie de´rive´e des OX -modules) un unique morphisme CX :
ΩnX [n]→ D
•
X compatible aux inclusions ouvertes sur X (i.e de nature locale sur X),
compatible avec la diffe´rentielle exte´rieure usuelle (de´finie au sens des distributions)
et ve´rifiant la proprie´te´ de la trace, c’est-a`-dire que pour toute parame´trisation
locale f : X → Y , Y e´tant un polydisque ouvert de Cn, on a un diagramme
commutatif
f∗f












dans lequel T •f est le morphisme trace de´fini dans [R.R].
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Par construction, les faisceaux de cohomologie Hj(D•X) sont cohe´rents et nuls pour
j < −n. Il en re´sulte que le morphisme CX est en fait entie`rement caracte´rise´ par
le morphisme de faisceaux OX -cohe´rents ΩnX → H
−n(D•X) et que l’on note encore
(abusivement) CX . Supposons X irre´ductible, localement plonge´ dans une varie´te´
de Stein Z de dimension N et posons p := N−n. Alors, la succesion de morphismes


















obtenus graˆce a` la dualite´ pour un plongement, la lissite´ de Z et les annulations de
cohomologie du complexe dualisant, permet de voir le morphisme classe fondamen-
tale comme une section globale du faisceau cohe´rent Extp(OX ,Ω
p
Z). Il est d’usage
d’appeler classe fondamentale de X dans Z, l’image de ce dernier e´le´ment dans
Hp|X|(Z,Ω
p








obtenue est e´videmment annule´e par tout ide´al de de´finition de X dans Z, par la





4.0.2.1. Du local au global. On peut adopter un point de vue ne ne´cessitant
aucun recours au complexe dualisant. Pour cela, la strate´gie consiste a` passer du
local au global par recollement de donne´es simplicielles.
On commence donc par associer, a` tout sous ensemble analytiqueX de codimension
pure p dans une varie´te´ lisse de Stein Z de dimension n+p, une classe de cohomologie
dans HpX(Z,Ω
p
Z) ve´rifiant un certain nombre de proprie´te´s fonctorielles. On se
rame`ne fondamentalement a` l’e´tude du cas classique ou` X est un point de Cp
que l’on trouve aise´ment dans la litte´rature (cf [Gri-H]). Les calculs explicite, en
terme de re´sidu de symboles, montrent que l’e´le´ment de´sire´ est en fait une section
globale du faisceau cohe´rent Extp(OX ,Ω
p
Z) (s’explicitant au moyen des re´solutions
de Koszul ou de Dolbeault- Grothendieck) ayant de bonnes proprie´te´s de stabilite´
vis-a`-vis des morphismes finis. Z e´tant lisse, ces classes de´finissent naturellement









njXj est un n-cycle quelconque d’un espaces analytique complexe Z
arbitraire, on proce`de par localisation en nous ramenant a` la situation universelle
(cf (1.0.3.1.1)) pour laquelle on montre que la diagonale ge´ne´ralise´e σk-invariante
et donc le sous espace d’incidence # admet une classe fondamentale, au sens ou` on
l’entend, repre´sente´ simplement par un objet de la cohomologie ‘´equivariante. Alors,
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par image re´ciproque et utilisant les the´ore`mes d’annulations de Siu-Trautmann
[S.T], on produit une classe de Hp|X|(U ×B,Ω
p




Ainsi, pour toute installation de X ou e´caille adapte´e (V, σ, U, B), surgit un mor-





U×B). Mais cette collection de morphismes lo-
caux se recollent globalement et de´finit un morphisme canonique C˜X : Ωn|X| → ω
n
|X|
puisque la collection de faisceaux locaux Extp(O|X|,Ω
n+p
U×B) se recollent globalement
en le faisceau dualisant de Grothendieck.
La proprie´te´ de la trace est ve´rifie´e puisque pour toute parame´trisation locale f :
|X | → U et tout plongement local σ de |X | dans Z lisse de dimension relative p sur










De`s lors, il est facile d’en de´duire que C˜X = CX .
Rappelons que dans le cas d’une intersection comple`te, on a une description simple
de cette classe en terme de cochaines de Cˇech. Supposons Z = Cn+p et X = {z ∈
Cn+p/f1(z) = f2(z) = · · · = fp(z) = 0} de dimension pure n, les (fi) e´tant des
fonctions holomorphes et soit U le recouvrement ouvert du comple´mentaire de X
dans Cn+p, dont les e´le´ments sont les ouverts Ui = {z ∈ Cn+p/fi(z) 6= 0}. Alors
un repre´sentant de Cˇech-Leray de C(X) est donne´ par le cocycle
df1 ∧ df2 ∧ · · · ∧ dfp
f1 · · · · · · fp
4.0.2.2. Classe fondamentale et inte´gration
Rappelons que le faisceau ωnX est cohe´rent et dualisant pour le faisceau structural





et le morphisme classe fondamentale ΩnX → ω
n





















Dans lequel la fle`che Hnc (X,ω
n
X) → C n’est rien d’autre que le morphisme trace
absolu de´fini sur le complexe dualisant de Ramis et Ruget (cf (3.1.3.1.1)). On





















dans lequel la notation IHomcont de´signe les morphismes C-line´aire et continues.
Ce diagramme met en correspondance l’inte´gration et le morphisme classe fonda-








On peut pre´ciser que Hom(ωnX , ω
n





isomorphe au faisceau ω0X contenant OX et coincidant avec ce dernier si X est
normal. Si X est re´duit, ω0X s’identifie au faisceau des fonctions me´romorphes
localement borne´es.
Signalons qu’il est facile de reconstituer le morphisme d’inte´gration globale a` partir
des morceaux locaux. En effet, il suffit pour cela de choisir un recouvrement ouvert
localement fini (Vα)α∈Ade X tel que chaque Vα soit muni d’un plongement dans un
polydisque Zα de C
n+p et d’une projection sur un polydisque Uα de C
n faisant de
Vα un reveˆtement ramifie´ de Uα. On supposera X paracompact et comple`tement
paracompact pour pouvoir localiser et globaliser au moyen des partitions de l’unite´
les calculs explicitables en terme de cochaines de Cˇech. Signalons que l’exactitude
a` droite du foncteur Hnc (X,−) permet de localiser sur X .
4.1. Classe fondamentale relative.
4.1.0. Cadre alge´brique.
Si k est un corps de caracte´ristique nulle et π un morphisme n- e´quidimensionnel
de k-sche´mas noethe´riens munis de complexes re´siduels. Alors, Elzein et Ange´niol
([E],[A.E]) ont montre´ l’existence d’ un unique (et donc canonique) e´le´ment dans
IHom(ΩnX/S [n],D
•
X/S) ve´rifiant la proprie´te´ de la trace relative dans les cas suivants:
• X intersection comple`te relative sur S quelconque ([E]),
• X est plat sur S re´duit ([E]),
• X e´quidimensionnel sur S normal ([E]),
• X de Tor-dimension finie sur S re´duit ([E.A]]).
Cette construction est compatible aux changements de bases quelconques, re´duits,
normaux et cohomologiquement transversaux a` π respectivement.
Par analogie avec le cas absolu et eu e´gard a` l’e´quidimensionnalite´, la proprie´te´ de




q // S ,
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comme ci-dessus, on a un diagramme commutatif
f∗f∗Ω
n













dans lequel le morphisme Tf peut eˆtre de´fini pour tout morphisme propre et surjectif
alors que T 0f : f∗OX → OY n’existe pas en ge´ne´ral.
4.1.1. Cadre analytique complexe.
En ge´ome´trie complexe, la the´orie de la dualite´ analytique relative est encore tre`s
loin d’eˆtre au point hormis le cas d’un morphisme propre ou lisse en plus de quelques
cas sporadiques tre`s particuliers. L’obstacle majeur est qu’actuellement on est dans
l’incapacite´ d’e´tendre le “ foncteur” de la ge´ome´trie alge´brique π!, avec toutes les
proprie´te´s qui le caracte´risent, a` la cate´gorie des espaces complexes (hormis les cas
cite´s). Nous nous attarderons plus longuement sur ces questions dans [KIII].
Ne´anmoins, si π est donne´ avec un plongement de X dans Z lisse et de dimension
relative n + p sur S re´duit, D.Barlet montre dans [B4] que la classe fondamentale
relative de X sur S existe si et seulement si X est le support du graphe d’une famille
analytique de n -cycles (Xs)s∈S de Z. De plus, cette construction est compatible
aux changement de bases quelconques entre espaces complexes re´duits quelconques.
On peut proposer l’ e´nonce´ suivant, en apparence, sensiblement plus ge´ne´ral:
The´ore`me 0. ([B4]) Soient S, Z et X des espaces analytiques complexes re´duits




q // S dans lequel q est lisse
de dimension relative n + p, σ est un plongement local et π un morphisme con-
tinuˆment n-ge´ome´triquement plat (donc universellement n-e´quidimensionnel) muni
d’une certaine ponde´ration X.
Alors π est analytiquement n-ge´ome´triquement plat si et seulement si il existe une




Z/S) ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
elle est de nature locale sur X et S, de formation compatible a` l’additivite´ des
ponde´rations et a` tout changement de base entre espaces complexes re´duits donnant,
en particulier, pour chaque s fixe´ la classe fondamentale absolue du cycle [π−1(s)].
De plus, si X est la ponde´ration standard, Cπ,X = CX/S construite dans [B4].
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De´monstration. Le lecteur de´sireux d’approfondir peut consulter [B4]. Nous pre´sentons
ici les arguments fondamentaux. Nous commencerons par quelques remarques
d’ordre ge´ne´rales.
La version relative des the´ore`mes d’annulations de cohomologie de Siu- Traut-







permet de nous ramener a` un proble`me local sur Z au voisinage de X et de sup-
poser S irre´ductible. En effet, en raisonnant par re´currence sur la dimension de
S et utilisant la variante relative de Siu-Trautmann, il est facile de voir que cette
classe, si elle existe, est unique et entie`rement de´termine´e par les points ge´ne´riques
des composantes irre´ductibles de S. Par ailleurs, pour tout recouvrement ouvert lo-
calement fini (Xα)α∈a de X que l’on peut choisir adapte´ a` π (qui est universellement
n-e´quidimensionnel) dans le sens ou` chacun de ses e´le´ments est muni d’installation




































ou` σα est un plongement local, πα la restriction de π a` Xα, Yα lisse sur S et de
dimension relative n, Zα des espaces complexes lisses sur S de dimension relative
n+ p ou ouvert de carte que l’on peut toujours supposer S-adapte´ dans le sens de














est injectif. Ainsi, il nous suffit de construire un tel objet seulement localement en
ve´rifiant ses principales proprie´te´s dans cette situation.
 ⇒:
Comme π est analytiquement ge´ome´triquement plat, il en est de meˆme pour chaque
πα et fα de la “de´composition” locale pre´ce´dente. On peut, de`s lors, supposer
Z := S × U × B, Y := S × U , π := πα et S irre´ductible. Ayant localiser ainsi π
autour de l’une quelconque de ses fibres tel qu’en (1.0.3.2.1), on obtient diagramme
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commutatif du type























Cela a pour effet imme´diat de nous ramener a` la situation universelle et a` de la coho-
mologie e´quivariante pour laquelle on construit la classe fondamentale locale du sous






) coincidant ge´ne´riquement (sur les points re´guliers de #) avec la
classe fondamentale de la diagonale ge´ne´ralise´e de (B)k × B. Rappelons que le
faisceau ωp
Symk(Cp)
que Barlet a appele´ le faisceau des formes “truque´es” n’est rien
d’autre que l’image directe par l’application quotient q : (Cp)k → Symk(Cp) du
faisceau des formes holomorphes Ωp
Ckp








Or, comme on est dans le cas d’une V-varie´te´, ce faisceau coincide avec le faisceau Lp
des p formes me´romorphes se prolongeant analytiquement sur toute de´singularise´e
de ladite V-varie´te´. Mais ce faisceau a la proprie´te´ d’eˆtre stable par image re´ciproque
quelconque entre espaces complexes, d’ou` morphisme F˜ ∗ωp
Symk(B)×B
→ LpS×U×B .





ge´ome´trique de la ponde´ration assurant que la variation en le parame`tre est holo-









qui coincide aux points ge´ne´riques de X (et donc aux point re´guliers de π) avec la
classe fondamentale usuelle d’une sous varie´te´ lisse.




Z/S) dont on ve´rifie
aise´ment les proprie´te´s fondamentales.
 ⇐: Supposons donne´e une telle classe Cπ,X pour π et un recouvrement
ouvert (Xα)α∈a de X comme pre´ce´demment de´fini. Il nous faut montrer que cette
classe induit, pour toute projection finie fα : Xα → S × Uα, un morphisme trace
T 0fα : fα∗OXα → OS×Uα se prolongeant en un morphisme d’alge`bres gradue´es
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q′ // Y , la construction de ces traces repose essentiellement
sur une formule inte´grale de type Cauchy. En efet, on utilise une forme partic-
ulie`re de l’inte´gration sur les cycles consistant a` inte´grer des classes de cohomologie
de type (p, p) a` support dans X (elle peut aussi eˆtre vue comme un morphisme

















dans lequel T 0f est le morphisme trace recherche´, la fle`che horizontale est le cup-
produit par la classe fondamentale Cπ,X et φ le morphisme d’inte´gration.
Il faut simplement inte´grer sur une famille dont les supports rencontre X en des
ferme´s S-propres de Z. Pour cela, on se rame`ne a` inte´grer sur la famille analytique
triviale (s × t × Bi)(s,t)∈Si×Ui ; ce qui nous donne une fonction holomorphe sur





V. Quelques petits re´sultats utiles.
Lemme 5.0. ([E],p.75)
Soient A un anneau et B une alge`bre finie et de Tor-dimension finie sur A. Il
existe un morphisme trace de A-modules Tr : B → A, de´fini comme suit: si
P• est une re´solution projective finie de B sur A, on fait correspondre a` tout
e´le´ment b de B un morphisme b• : P• → P• induisant la multiplication par b
dans B et on pose Tr(b) =
∑
i(−1)
iTr(bi). Cette trace commute aux changements
de base cohomologiquement transversaux au morphisme A → B, elle est stable
par composition de morphismes de Tor.dimension finie c’est-a`-dire que pour tout
morphisme B → C de Tor.dimension finie, on a TrC/A = TrB/AoTrC/B, et elle
coincide avec la trace usuelle dans le cas plat.
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avec q, q′, q” lisses de dimension relatives respectives n + p, p et n, σ plongement
ferme´ et f quasi-fini et se´parable en un point ge´ne´rique x d’une fibre Xs (autour de
laquelle a lieu cette factorisation). Soit (t1, · · · , tn) des e´le´ments de OZ,x fournissant





J ∧ ΩnZ/S,x pour tout ensemble d’indice J de longeure j ≤ n
(ii) Il existe une famille finie fα : X → Y de morphismes quasi-finis et se´parables






Lemme 5.2. ([E], lemme III.1.2, p83) Passage des projections line´aires aux
projections quelconques.
Soient (li)i∈I une famille finie de S-morphismes line´aires dont les membres sont des
composantes de S-morphismes line´aires Z → Y finis sur X au dessus de Y , ki des
entiers et αji ∈ Γ(S,OS) pour j ∈ {1, · · · , n + p} presque partout nulles. Alors le






i est fini sur Y et induit un
morphisme trace sur Y .
Lemme 5.3. Soit π0 : C
n+p → Cn la projection canonique. Pour u ∈
L(Cn+p,Cn), on pose πu := π0 + u. Alors, pour tout couple d’entiers proposi-







ou` Λa,b(E)∗ de´signe, pour un espace vectoriel E sur C, l’espace des formes a-
line´aires et b- antiline´aires alterne´es sur E.
Ce lemme montre que si X est un sous ensemble analytique de dimension pure n
dans Cn+p, sur lequel π0 induise un reveˆtement ramifie´ d’un certain degre´ k, alors il
existe un ouvert dense V0 de la grassmanienne G(n+p, n) tel que, pour tout u ∈ V0,
πu soit encore un reveˆtement ramifie´ de degre´ ku.
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